El objetivo es demostrar que C*(£2) es denso en W*P(Q2), 1 < p < oo,  C R"
abierto y acotado.

Sea J una funcién en C§°(R™), no negativa, con las siguientes propiedades:
(i) J(z) =0si|z| > 1
(il) fgn J(x)dz = 1.
Por ejemplo

—1
J(SL‘) _ kel-l=I? Sl|x| <1
0 sijz| > 1

donde k es elegida para que se satisfaga la condicién (ii).
Definimos Jc(z) := e " J(2). J. € Cg°(R™) y cumple:

(i) Je(z) =0si|z| > €

(ii) Jgn Je(@)dz = 1.

Vamos a definir

L*uwrz/zkw—ywwMy

LEMA 0.1. Sea Q C R™ abierto y acotado. Sea u una funcion definida en R™, que
vale 0 afuera de 2

(i) siu € Li,(Q), entonces J. xu € C(R")

loc

(ii) st u e LP(2), 1 <p < oo, entonces J. xu € LP(Q) y
lim HJG U — UHLP(Q) =0
e—0t

Demostracion: Veamos primero que la convolucion J, * u estd definida en R™, para
eso hay que ver que la siguiente integral es finita

. |[Je(x = y)l[uly)ldy

como la funcién que estamos integrando se anula afuera de C,, = B.(z) N2, y la funcién
|Je| es acotada en C,, pues es continua. Entonces

[ 1de = lltlas < [ Cluwldy < o

pues u € L .(Q) y C, es un compacto de .
Veamos ahora que

D¥(Je xu)(z) = (D*J.) x u(x)
basta ver que
D, (Je x u)(z) = (Dy, Je) * u(x)
1



Jexu(x + he;) — Je x u(x)

— (Dg, Je) * u(z)

h
Jon Je(z —y + hei)U(y)c}iLy — Jpn Je(z = yuly)dy i Do Ju( — y)uly)dy
- / Pla Zythe) ZIHEZD) p, g )| ju(w)ldy

la funcién que estamos integrando tiene soporte en Q N (Bc(z + he;) U Be(x)). Siy es
tal que |x 4+ he; —y| < ey |h| < 1, entonces |z —y| < |x —y+ he;| + |he;| < e+ 1. Luego
para |h| < 1 se tiene que el soporte del integrando estd en K, = QN Beyi(x). Luego
para |h| <1

Jexu(z + he}i) —Jexu(z) (D) u()| <
[ |t ) S D ) o)y

Sabemos que

J(x —y + he;) — J(z — y)
h
para |h| < h(y,d). Osea, para todo y € K,

— D, J(x — y)‘ )

. J(x —y+he;) — J(x —y)
h—0 h

= Dy, J (v —y)

pero como K, es un compacto, la convergencia es uniforme. Entonces para |h| < h()

se tiene

Je(x —y + he)) — J(z — y)
h

para todo y € K,. Luego para |h| < h(8)

— D, J(x — y)‘ <9

Jexu(x + he;) — Jo x u(x)
h

- (DCUiJE) * U(x)

<5 /|u<y>|dy

Esto demuestra que
Dy, (Jex u)(z) = (Do, Je)  ufx)
de lo que se deduce que J, xu € C*°(R™), pues observemos que lo tinico que usamos de
J. es que tiene soporte en B,, y que es continua y derivable.
Supongamos ahora que u € LP(2), 1 < p < oo (lo que implica que u € L} .(Q)),

entonces p’ = -5 y usando la desigualdad de Holder obtenemos la siguiente desigual-
dad: ’
ad:



|[Je x u(z)] =

[ o=t

Usando el teorema de Fubini, tenemos
[Pru@pis< [ [ g - pluw)Pdys
Q n JRn

N / . / e = y)u(y)Pdrdy

= | @l [ Jdw = y)dedy = Jullpq)

R’VL
Veamos que esto también vale para p =1

[ V@l < [ [ aie =ty

< [ [ a -l

— [l [ ate = sy

/ July |dy = {Jullz1a

Demostramos que si u € LP(2), 1 < p < 0o entonces J. xu € LP(Q)) y ademas

dx

(1) e * ull o) < lullzr@)

Sea n > 0, y sea ¢ € Cy(R2) tal que ||¢ — u||rr) < n/3. Luego por (1), |[Je * u —
Je * @||r) < n/3. Entonces, para todo € > 0 se tlene

|| Je * u — ul|rr) < ||@ — ullr@) + ||Je ¥ u — Je % @l o) + || Je ¥ & — || e ()
(2)

2n
<5+ || Je % & — &l Lr(0)

Usando que fRn x)dx = 1, tenemos



[(Jex ¢ = )(x)| =

/ i~ y)olw)dy / e =)o)y
< / Jdw = )loty) - o(x)|dy
:/_Kcux—wwww—mwuy

< sup [p(y) — ()] Je(z —y)dy
y:lz—yl<e |lz—yl|<e

= sup [@(y) — é(z)]
vz —y|<e

Como ¢ es uniformemente continua en €2, para cualquier 6 > 0 existe €(6) > 0 tal
que supy, . |¢(y) — #(z)| < & para todo x € 2, para todo € < & Luego para € < €

/M4*¢—@QMMx§/$wm:WM|
Q Q

Luego

[T % & — ¢l oy < 0|QM?
Tomamos

_ . n

Entonces , para todo € < é(n), tenemos

|| Je % & — @] r() <

w3

Luego, de esto y de (2) obtenemos, que para todo € < é(n)

[ Je * u —ul|zr) <1

LEMA 0.2. Sean 2 C R™ abierto y acotado, y ¥ CC Q. Sea J. la funcion definida
anteriormente. Luego

lim Joxu=u en WFP(Q)

e—0t
Demostracion: Observemos primero que como £ es acotado, entonces u € LY(Q),
entonces u € L, (Q), lo que implica que J, x u € C°(R"™). Sea ¢ < dist(Q, ). Para

loc

toda funcién ¢ € C§°(Y)
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_ /R I(2) / iz — 2)Doo(x)dad>

_ /B () / ule — 2)D*0(x)dudz

:/ T [ Doule = 2)o(a)drdz
= (-

0 [ [ e ) D)y
1 [ e ) D) o)

= (-1 //J x D(z)op(x)dx

luego, D*J. x u = J. * D% en ).
Como D*u € LP(§Y), entonces, por el Lema 0.1

lim [|DY(Je * u) — D[ ey = lilgl+ || Je * D — D%u|| 1oy = 0
e—

e—0t

TEOREMA 0.1. Sea Q C R™ abierto y acotado. Sea u € W*P(Q), k > 0, entonces
para todo > 0 existe ¢ € C(Q) tal que

¢ — ullwrr) <1

Demostracion: Para k € N, definimos:

Qe ={xeQ:|z|<kydist(x,00) > 1/k}
Qo =0y Q_; =0. Es claro que Q;, C Qs41. Sea

O={Up: U= N, ,kEN}

es una coleccion de subconjuntos abiertos de €2, que cubre 2. Los U, forman una cadena
de anillos, y cada anillo tiene interseccion solo con el anterior y con el siguiente. Sea
U una C*°-particién de la unidad de €2 subordinada a O. Sea 1, la suma de las finitas
funciones de ¥ que tienen soporte contenido en Uy. Luego i € C5°(Uy) y

iwk(x) =1lenQ
k=1



Para ¢ < 1/(k + 1)(k + 2) se tiene J x (¢yu) tiene soporte en Qo N (Qg_2)® =
V., CC Q:

T, % () () = / J(@ — y)u(y)ulu)dy

Veamos que si z no esta en Q512N _,, entonces J * (¢Y,u)(z) = 0.Hagamos el caso
k > 2, hay que ver que si y € Uy entonces |x — y| > €. Como y € Uy, entonces
1) ly| < k+1ydist(y,00) > 1/(k+ 1),
2) |yl > k—1o0dist(y,00) < 1/(k —1).
Como x no pertenece a Q12 N (2x_2)¢, entonces se cumple alguna de la siguientes
cosas:

i) x no esta en €,
ii) x esta en Q pero |z| > k + 2 o dist(z,00) < 1/(k + 2),
iii) x esta en {2 pero |z| < k — 2y dist(z,00) > 1/(k — 2).

Supongamos primero x esta en ) pero |z| > k + 2, entonces |x —y| > |z| — |y| >
(k+2)— (k+ 1) = 1. Supongamos ahora z esta en ) pero dist(xz,08) < 1/(k + 2),
entonces

dist(y,08) < |x — y| + dist(x, 082)
luego
1 1 1

k+2)(k+1) k+1 k+2
Supongamos ahora x esta en ) pero |z| < k—2y dist(x,00) > 1/(k—2),si |y| > k—1
entonces

€< <l|z—1y|

o=yl > Iyl — lal > (k= 1)~ (k—~2) =1
y sino, dist(y,0Q) < 1/(k — 1), entonces
dist(z,0Q) < |z — y| + dist(y, 0)
luego
) 1 1 L ey
€ = — T —
k—2)(k—1) k-2 k-1 Y

Por dltimo, si z no esta en (), entonces

1
|z —y| > dist(y, 0 )>k+1>6

Como pu € W™P(Q) y tiene soporte en Uy C Vy, luego podemos elegir ¢

ey # () = il e = 1o (80 = Yt lnpr, < 5

Sea

6= Jo * (yu)
k=1
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Para cualquier €' CC 2 solo finitos términos de la suma no se anulan, luego ¢ € C*°(2).

[ = @llmpo =l Z Yru — Z * (Yrw)|lmp0

Z [Vwu = Je * (Vrtr)||mp0

no_
ok
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