Nuestro objetivo es probar un teorema que nos permita aproximar una funcién de W+» (Q)
por funciones regulares hasta la clausura.Para obtener resultados de este estilo, tenemos que
pedirle a 002 alguna condicién extra.En este caso, basandonos en el libro de Evans, vamos a
exponer un resultado que necesita que 9§ sea C'(Q2).En el libro de Adams, por ejemplo, se
puede encontrar el resultado pidiendo que 02 sea Lipchitz.

Antes de enunciar el teorema debemos repasar el concepto de borde C*

Definition 0.1. Sea Q C R™ abierto, decimos que 9 es CF, si para todo zo € 9 existe
B = B.(x9) y 7 :R"! = R de clase C* tal que

QNB={xe€B:x, >vy(x1,..., tn_1)}

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema.
Theorem 0.2. Sea 2 C R" abierto acotado y OSY de clase C', u € WkP(Q) para 1 < p < o0
entonces existe uy, € C°(Q) N WHFP(Q) tal que||u — Un|lywrpq) — 0.
Proof. Fijo 2 € 00.Como 99 es C' simplemente aplicando la definicién sabemos que, existe
r > 0 y una funcién v : R"~! — R tal que:

QN B r) ={z e B )z, >z, - ,20_1)}

Sea V := QN B(z° %).

Por otro lado definimos,

®i=x 4+ dee, (zeV,e>0),

la idea acd es "subir” el punto para que se encuentre despegado de la frontera.Luego, con-

siderando A fijo, para ¢ chico tenemos que B(z®,e) C QN B(xg,r). Ahora definimos u.(z) =
u(z®), esta es la funcién u trasladada Ae en la direccién e,,.Consideramos la siguiente funcién:

_ Jcer- T en |z| <1
n(z) =
0 en |z| <1

Donde c es la constante tal que [, n(x);dz = 1.Notemos que n € C*(R"™) y sopn C B(0,1).
Dado ¢ > 0 definimos n.(z) := Zn(%).Por dltimo consideramos v® = 7. * u., tenemos que
ve € C(Q). En efecto, Sea x € (),

DY = D* / ne(z — y)ue(y) dy
/ Do (x — y)ue(y) dy

= (-1) /Q Dyne(z — y)ue(y) dy
Para z € Q. la funcién ¢(y) := n-(x — y) pertenece a C°(2). Entonces tenemos que
| Dt =ty dy = (-0 [ e = )Ducta) dy
Juntando las dos nos queda
D (x) = |a+|a/ (x — y)Duc(y) dy

= [ * D%u.(
1
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Podemos concluir entonces que D*v® — D%u. en LP(Q)) cuando € — 0, para |a| < k. Veamos
ahora que v® — u en W*P(V).En efecto, Vo < k

1D — D%ul| oy < [D0 = D¥uc||Lovy + [ D% ue — D%ul| Lo (v

El segundo termino del lado derecho tiende a cero con ¢ debido a que la norma LP es continua
y el primer termino ya habiamos visto que tiende a 0.

Elegimos § > 0.Como 0f) es compacta , podemos encontrar una cantidad finita de puntos

2) € 99, radio r; > 0, correspondiente a los conjuntos V; = QN B(z?, %) y funciones v; €
C>®(V;)(i=1,...,N) tales que 9Q C U, B(z?, %) v

[vi — ullwrp,y <6
Elegimos Vjy CC Q tal que Q C U?:o Vi y por lo mismo de antes sabemos que existe vg € C'* (70)
que satisface:

[vo — ullwrr ) < 6
Tomamos {(;} una particién de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {V;}, en
Q.Definimos v := Y7 (;v;. Notemos que v € C>°Q.

ID% — Du|| < Y |ID*(Gor) = D*(Gu)ll = Y 1D (Gilvs — w)|
=0

1=0
n
= "I DD P (v — )|
i=0 B<a

Acotando po || D3¢ Leo(Q) NOs queda que

n
D% — DPull <> Clloi — ullyraqyy < Cnd
i=0
Con esto termina la demostracion O



