Métodos de Elementos Finitos y
Aplicaciones

Teoremas de Extension para espacios de Sobolev

Formulacién del problema

Dado un dominio abierto @ C RY y el espacio de Sobolev WP() co-
rrespondiente, se busca extender a las funciones de WP(Q2) a todo RY de
modo que resulten funciones de WP(R™). Mas precisamente, el problema
consiste en definir (si es posible) un operador lineal E tal que

E:WhP(Q) — WIP(RY) (1)
con
[Eullwie@yy < Cllullwieq) (2)

para toda u € WHP(). La existencia de este operador dependera de la geo-
metria de 0€2. En particular, existen operadores de extension para dominios
Lipschitz y no mas que eso. Es decir, hay dominios que no son Lipschitz en
donde no se puede definir un operador de extension. En estas notas vamos
a exponer la prueba para el caso de dominios de clase C! y comentaremos
algunos aspectos de las pruebas del caso Lipschitz.

Algunos ejemplos

Extensién por cero:

Definicion 1 Dada una funcion f : @ — R definida en un dominio €2, se
define su “extension por cero” como:

7(:6):{]’(30) si ze) (3)

0 si xzee
Tenemos el siguiente lema.

Lema 2 Sea ) un abierto arbitrario. Consideremos u € W1P(Q) y tomemos
una funcion suave p € CL(Y). Entonces pu € WHP(RY),
opu ou Oy
= + U 4




y ademds existe una constante C > 0 tal que
[Pl wis@y) < Cllulwing  1<i<N (5)

La misma conclusion puede obtenerse si en vez de tomar ¢ € CE(Q) se toma
© € C®(RN) N L®(RN) con Vo € L2(RMN y sop(p) € RV \ 0Q. En ese
caso, se obtiene que

ogu  Ou 890 _

ox; - (p(?xi + &’U@ (6)
Demostracion: Dada ¢ € C$°(RY), tenemos que
81/) B o
_ ooy Do
= / U < oz, Bz, w> dx (8)

w dx (9)

-
_ / oo+ Z)z/zdm (10)
/ (8% Z)qu (11)

:1§i§N} (12)

La constante C' se elige de modo que

Dy
&ci

c > méx{”gp”Loo,

oo

Como consecuencia de este lema, tenemos un resultado de extensién. Su-
pongamos que, para cierto £ C RY podemos extender funciones de W1 Q)
a Wl’p(ﬁ) con Q CC Q. Podemos entonces encontrar una funcion suave
v € Cg°(Q) tal que (x) =1 para todo = € Q. Entonces la funcion pu es la
extension de u a W1P(Q).

Figura 1: Extension por cero



Se podria preguntar si la extension por cero descripta arriba se puede
hacer directamente, sin el cut-off suave. La respuesta es que no, por la misma
razon que la funciones caracteristicas no estan en W1HP(RY). Veamos el caso
de dimension 1. Sea © = (a, b). Consideremos la funciéon v = xq y tratemos
de extenderla por cero fuera. Sea ¢ una funcion test tal que sop(p) N # 0.
Si u estd en W1P(R), debe existir una derivada débil @ tal que

/ﬂgo/ dx = — / ' dx. (13)
R R

Pero la primera integral es justamente

b
[ o= [ do = olt) = ola) (14)
Entonces, la derivada débil de w, como distribucién, satisface

@ (p) = dalp) — () (15)

donde 0, es la distribucién delta centrada en p. Concluimos que entonces

u ¢ WHP(R).

Un dominio no Lipschitz que no admite extensiéon

Consideremos el dominio  C R? definido como

Q={(z,y) eR*:0< <1,y <a¥,y>1} (16)

x’y

Figura 2: Dominio con ctspide exterior

Consideremos la funcion u.(z,y) =z » con 0 < € < 7. Entonces

Ou, € _=_3

or  p



Por lo tanto,

T = ( ) / /ﬂ » T drdy (18)
= (1;) 2/0 2 PG gy (19)

La dltima integral es finita si p < v+ 1 —e. Como v > 1, concluimos
que para cualquier p > 2 se puede elegir un ¢ tal que u. € WHP(Q). Si
valiera un operador de extension E : W1P(Q) — WIP(RY), tendriamos
que Eu, estd en WHP(RY). Pero sabemos que para RY vale el teorema de
inmersion de Sobolev. Para p > 2, como 1 > % (k> %) se tiene la inclusion

WLP(RN) ¢ CO(RVN), 1o que es imposible.

Extension por reflexion (Nikolskij)
Notacion

Vamos a trabajar en el espacio euclideo RY . Escribimos a un punto tipico
de RY como

x = (2, xN) con ' € RN 71, ¥ = (z1,...,2N_1) (20)
Ademas,
RY ={(2/,zn) : zy > 0}
Q={zeR" :|z;| <1;1<i< N}

Q. =QNRY
Qo =QN{zy =0}
Lema 3 Sea u € WYP(Q,). Definimos
w1 B u(@’,xzy) si xny >0
W@ zn) = { w(z',—zn) si xn <0 (21)

Entonces u* € WHP(Q) y ||lu*lwisg) < 2llullwieg.)

Demostracion: Fijamos un poco mas de notaciéon. Dada f : Q4+ — R,
definimos ) )
o, B fl@ xn si axny >0

Vamos a ver que u* tiene derivadas débiles dadas por las siguientes for-
mulas:

* *
our (g;) 1<i<N-1
(23)
o _ (ﬂ)m
8:13]\/ - a:L'N
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Consideremos una funcion n € C*(R) tal que n(t) = 1si |t| > 1y
n(t) =0si [t < 3.

Figura 3: Bump

Definimos a partir de esta funcion la sucesion ny por la formula ny(t) =

n(kt).
Para verificar (23)), consideremos ¢ € C§°(Q) y veamos primero el caso

1 <i< N — 1. Tenemos que ver que

Oy ou\™
—— dx = — d 24
Reescribimos el lado izquierdo:
dp dp / 9,
* dr = d — d
/Qu o, x /QJruaxi ac+/@_u(a:, xN)axi(x,xN) x
= / u@go dx +/ u(x', zy) 00 (2, —zN) dx
Q+ (9x2 Q+ (9x2

= / u (830 (2 zN) + O (2, —acN)> dx
Q4 8£Cl 8£Cl
Si ponemos (2’ zn) = (o', zn) + ¢(2', —xN), nos queda que

/u*a—(p dac:/ uaw (', xn) dz (25)

Ahora tenemos una integral en ()1, pero no podemos pasar la deriva-
da porque 1 en general no estd en C§°(Q4). Lo que hacemos entonces es
considerar @ (z',xn) = nx(zn)Y (2, zN).

Entonces,
i)
/ ua Fde = — Ou Dy dx (26)
Q+ Oz Q+ O

Pero como %(ﬂ:’,x]\;) = nk(ﬂfN)g—i(CU/,CUN)a concluimos que

0 0
/ unkaw‘ dr = — ;L Nk dx. (27)



En el limite, obtenemos

/ uazp dr = — 8uwdx.
Q. O Qs O
Volvemos a (25
/u*(?go dr = —/ aui/}dx
Q 8£Cl Q4 83:2

(29)
(30)
(31)

(32)

Ahora veamos la derivada para el caso ¢ = N. Tomemos otra vez ¢ €

C°(Q) y definamos ¢ (2’ zn) = p(2’, zn)—¢(2', —z ). Notemos que

D¢ 4 0p (41 _
oxr N +8$N(x’ ,IN) .
Razonamos de manera analoga al caso anterior.

* 690 5(:0 / / 690 /
—— dr = — dx + — — d
/u . T /+u oy T u(:n, xN) mN(m,xN) T

= / ua—@ dac—l—/ u(ﬂ:',ﬂ:N)a—(P(x',—:cN) dx
Q+ Q+ Oz

TN

_ Op Oy
= /¢g+u<a$N(x’xN)+a$N(x’_xN) dx

0
— / u—¢ (,CL'I,J/‘N) dl‘
Q, Orn
Introducimos otra vez a la sucsién 7. Si ponemos
k(2 2n) = m(zn)Y (), 2N)

entonces ¢ € C°(Q+) y vale que

Calculemos la derivada respecto de xn de Py:

0Dy,

!
8.%']\7

— (@ zy) = nplan)Y’ on) + nk(xN)%(x

/

,.%'N)

= b ()& o) + o) 3

,.%'N)

oY _

oxr N



Entonces

ou

| bt teyotet oy do [t = [ Daar (@)
Q+ Q+ drn Qs 9N

Veamos que en el limite, la primera integral se anula. Para eso observemos
que

1. Como 9(2/,0) = 0 y es suave, existe una constante M > 0 tal que
Y@, 2n)| < Mlzy] en Q (36)

2. Por definicion de 7, tenemos que 7'(kxy) = 0 si kxy > 1, de modo
que la integral sélo se considera en la regiéon 0 < xy < %

Por lo tanto,

IN

‘/Q uk:n’(kwN)w(x',xN) dx

kM / el ful i (k)| daf37)
0<:BN<%

1
< WleMig [ e e)
<Z‘N<E

= C |u| dz — 0 (39)
0<Z‘N<%
Obtenemos entonces que
/ u5_¢ dev = - ﬂ¢ dz (40)
Q+ dxn Q+ Oy

ou u
= — —p dx — — (2!, —x dx) 41
(Q+ e o= | el ) de ) (41

ou ou
= — —p dx — — (2, —x dr | (42
([ gmetn= [ gret—an)ede) a2

_drn
ou \°
= _ dx. 4
/Q<axN) o dv (43)
De ahi que

O
/u*a—@dx:/ ua—wdx:—/<ﬂ> o dx.

Notemos que la desigualdad para las normas es evidente de la formula
de extension.
|

Algunas consecuecias: Es inmediato que la misma demostracion vale para
Q= Rf . También podemos combinar el Lema B con el Lema Bl y obtener
resultados de extensién para dominios mas generales.



Corolario 4 Sea Q C R? un dominio rectangular. Entonces existe un ope-
rador de extension en Q.

Demostracion: Consideremos el dominio €2 que resulta de reflejar sucesi-
vamente a ) en las cuatro direcciones. Sabemos que podemos extender a ()
por reflexion.

Figura 4: Cuatro reflexiones

Sea ¢ € C$°(R?) tal que sop(y) € Q y ademés ¢(z) = 1 para todo z € €.
Entonces, si u € WP(2), el Lema B nos asegura que pu € WHP(R?) con
una desigualdad de normas que da la continuidad del operador de extension.
Claramente pulg = u ]

Teorema de extensién para dominios C'!

La idea es rectificar el borde localmente, de modo que se pueda aplicar
el Lema Bl Las dos herramientas fundamentales para eso son el teorema
de cambio de variables y las particiones de la unidad C'*°. Introducimos a
continuacién estos dos conceptos y damos una definicién precisa de borde

CcL.

Definicion 5 Sea Q € RY. Decimos que Q es de borde C' si para todo

x € T' = 0Q existe un entorno abierto U de x y una aplicacion biyectiva
H:Q — U tal que:

1. He CYQ)

2. H ' e CY(U)

3 H(Qy)=UNQ
4. HQy) =UNT



H(Q)

Figura 5: Borde C!

Proposicion 6 (Féormula del cambio de variables) Sean Q y Q' dos a-
biertos en RN y H : Q' — Q una biyeccion tal que H, H™' son de clase C*
y las matrices jacobianas JH y JH™ estin en L>. Notamos con x a los
elementos de Q y H(y) = x.

Siu€ WP(Q) (1 <p < oo) entonces uo H € WHP(QY) y ademds vale

N .
a%(u °H)ly) = Z; gg@. (H(y)) 88[;] (v) (44)

Proposicién 7 (Particién de la unidad) DadoT' ¢ RN compacto y sean
Ui,...,Uy abiertos tales que T' C Ule U;.
Entonces existen funciones 0,01, ...,0 € C(RN) tales que

1. 0<60; <1paratodoi=0,1,... k y2§:19i($) =1 para todo x € RV,
2. sop(6;) es compacto y sop(0;) C U; para todo i =1,... k.
3. sop(fy) CRN\T.

Ademds, siI' = 02 con Q acotado, entonces Oy|o € C§°(?). Esto NO quiere
decir que el soporte de 0y esté contenido en Q.

Podemos ahora enunciar y demostrar el teorema de extension para do-
minios de clase C!.

Teorema 8 Sea Q un dominio de clase C' con frontera T' = 0Q acotada.
Entonces existe un operador de extension

E: WhP(Q) — WhP(RY) (45)
lineal y continuo tal que para toda u € WP ()

1. Eulg =u



2. | Eullpp@yy < Cllulle()
3 [ Bullwrr@yy < Cllullwie@)
con C' dependiendo sdlo de €.

Demostracion: Por hipétesis tenemos una coleccion finita de abiertos
Uo, Uy, ..., Uy y aplicaciones biyectivas y suaves H; (cambios de coordenadas
C') definidos en @ tales que

. H; e Cl(@)

—

[\)

. H7'ecY(D)

w

W

. Hi(Qo)=U;NnT

Podemos tomar una particion de la unidad C'°° subordinada a esa co-
leccion. Notamos con {Hi}fzo a dicha particion. Entonces tenemos que, para
cada u € WP(Q), si definimos u; = 0;u, vale que

u= Z u; (46)

La idea ahora es extender cada u; a todo el espacio.

Empezamos por ug. Como sop(ug) CC €2, podemos aplicar el Lema By
considerar ug como la extension, pues Vfy = — Z§=1 Vo;.

Para extender a cada u;, 1 < i < k, usamos los cambios de coordenadas
para aplicar el Lema Bl Consideremos las funciones u; : U; N 2 — R que
resultan de restringir v a U; N Q (sin multiplicar por 6;). Podemos trasladar
entonces a ). Definimos

vi(y) = u(Hi(y)) para y € Q4 (47)

Entonces, por la Proposicion Bl v; € W'P(Q,) y por el Lema Bl podemos
extender a todo W1P(Q). Notemos con v} a dicha extension. Podemos volver
ahora a U; con H~!. Definimos

wi(z) = vi (H; (z)) para x € U, (48)
Veamos que w; es la extensién buscada de u;, pero soélo a Us.
1. w; € WHP(U;) por la formula del cambio de variables.

2. w; = u; para x € U; N Q. En efecto, si xz € U; N, entonces H;l(x) €
()+. Entonces



lwillwir @,y < Clvillwir@) < lvillwiegyy < lluillwrrw,ne)  (50)

Finalmente, podemos poner

~ { 0;(x)w; () z e U; (51)

i = 0 z € RN\ U;
Entonces 4; € W'P(RY) para todo i y [illwre@yy < Cllullwirw,na)-
Ademas, fuz) = u; en €, pues
x¢ U = ui(x)=0
zelU; = u(z)=~0;(z)wi(r)=0;(z)u(x) = ui(x) (53)

Algunas referencias y comentarios

1. Estas notas siguen la exposicion de [Bre83|

2. Para una prueba del teorema de extensiéon en dominios Lipschitz, ver
[EG92]. Esencialmente, se hace la prueba con la misma idea de “rectifi-
car” el borde. La clave es que se desarrolla toda la teoria de diferencia-
cion de funciones Lipschitz y se llega a una forma anéloga del teorema
de cambio de variables.

3. También hay una prueba para dominios Lipschitz en [Ste70]

4. En [AE03| se prueba para dominios atin més generales con la “propie-
dad uniforme del cono”, que es més general que la propiedad de borde
C' y Lipschitz.
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