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Préctica 3 (para entregar)

1. Condicion de dngulo minimo.

(a)

(b)

Sea K un tridngulo que verifica una condicién de regularidad con
constante o > 1. Mostrar que existe 6y = 6y(o) tal que el minimo
angulo de K es mayor o igual que 3. Observar que §y — 0si 0 — oc.

Reciprocamente, si los angulos de un tridngulo K son mayores o
iguales a 6y (0 < 6y < %), entonces existe () tal que K es regular
con constante o. Observar que 0 — oo si g — 0.

Se deduce de lo anterior que, dada una triangulacién 7 (compuesta de
tridngulos) de un dominio poligonal 2, una condicién equivalente a la
regularidad de K con constante o, es la condicién de angulo minimo: el
minimo dngulo de todo tridngulo de 7 es mayor o igual a 6y, donde 6
depende solo de o.

2. (a)

Sea K el tridngulo de vértices (0,0),(1,0) y (0,1). Dado k > 1, con-
siderar el elemento finito de Lagrange de orden k, (I? , ﬁ7 i), donde
P = Pk(f( )y S es el conjunto de evaluaciones en los puntos de
coordenadas baricéntricas (%,%2,4) con i+ j+1 = k. Sea I el
operador de interpolacién (de Lagrange) asociado con este elemento
finito. Mostrar que si v € H*1(K) es tal que % = 0 (resp. g—Z =0),
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entonces —5— = 0 (resp. —= =0).

Usar el item (a) para mostrar que existe un operador ® : H*(K) —
L?(K) tal que
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Pp = p Vpe P(K).

Aplicar resultados dados en la tedrica al operador @ para probar que
existe una constante C' = C(K, P,X) tal que
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Sea K el tridngulo de vértices (0,0), (h1,0), (0, hs) y considerar en
K el elemento finito de Lagrange de orden k (que es afin equivalente
al definido en K). Notar que la aplicacién afin (z,9) = F(&,9) :=



(h1Z, hagy) aplica K en K. Usar esta aplicacién para obtener, a partir
del item anterior, la desigualdad
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donde h = max(hy, he). La constante c puede diferir de las ante-
riores, pero sigue dependiendo solo del elemento de referencia K.
Una desigualdad andloga se obtiene para la derivada respecto de y.

Sea ahora K un tridngulo, con dngulo maximo « y con los lados
adjacentes a este dngulo dados por h1&1 v ha&s, con &1 v & vectores
unitarios. Consideramos en K el elemento de Lagrange de orden k
que es affn equivalente al del item (d) (y también al del item (a)), y
sea I el operador de Lagrange asociado. Escribir, como se muestra
en la figura, una transformacién afin, que aplique el tridngulo K sobre
K. Deducir, a partir del item anterior, que para ¢ = 1,2
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donde h = max(hq, hg). La constante c puede diferir de las ante-
riores, pero sigue dependiendo solo del elemento de referencia K.
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Si B es la matriz cuyas columnas son los vectores &1 y &2, notar que
|B7|| < C5L- con C dependiendo solo de la norma matricial que
se esta considerando. Deducir entonces que
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Sea 7 una triangulacién (hecha de tridngulos) de un dominio polig-
onal Q que satisface una condiciéon de dngulo maximo: el maximo
angulo de todo tridngulo de 7 es menor o igual que a. Sea u €



H*1(Q), y suponer que H*T1(Q) — C°(2). Sea Ir el operador de
Lagrange global de orden k. Demostrar que existe una constante C'
que depende solo de k y de « tal que

”U - ITUHHl(Q) < Chk||11||H;c+1(Q)7 Yv € Hk""l(Q).

donde h = max{diam K : K € T}. Observacion. La acotacién de
v — ITU\HI(Q) sigue de los items anteriores. ;Coémo se obtiene la

acotacién en norma L?({2)?
Mostrar (puede ser con un ejemplo) que la restriccién sobre las trian-

gulaciones dada por condicién de dngulo maximo es mas débil que la
dada por la condicién de angulo minimo.



