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Métodos no paramétricos y de libre distribuciéon

La mayoria de los autores usan ambos términos como sinénimos, aunque otros hacen
una distincion.

Bradley (1968): “Un test no paramétrico no hace hipotesis sobre el valor de los
parametros en una cierta distribuciéon, mientras que un test de distribucion libre no
hace hipotesis sobre la forma precisa de la distribucion”.

Ejemplo: Consideremos el caso de dos muestras aleatorias independientes:
X1,X2,...,Xn e Y1,Y2,..., Ym.

a) Test t: X; ~ N(ux,6°), i=1,...n e Y; ~ N(uy,6°), j=1,...,m

Estadistico del test: T = XY | nm

S n+m

» DX X))+, -Y)

n+m-2

donde s

Las hipotesis a testear podrian ser, por ejemplo:
Ho: pux = py Vs Hiopx# py

Este es un test paramétrico.

b) Test de Kolmogorov-Smirnov: X; ~ Fx e Y; ~ Fy, y las hipotesis a testear son
Ho: Fx=Fy VS Hqi: Fx# Fy

El estadistico del test es D,, =|

F -F, || = sup

F,(x)—F,(x)| , siendo F, y Fp las

respectivas funciones de distribuciéon empiricas, es decir

card{Xl./Xin} card{Yj/YJ.Sy}

F,(x) =

F,(y)=

m

Este es un test no paramétrico y de distribucion libre.
c) Test de rangos de Mann-Whitney: X; ~ F(x) e Y; ~ F(x-4), y las hipétesis a testear
son

Ho: A=0 Vs Hi:A#0

Se basa en el estadistico:

U= R()

siendo R(Y)) el rango correspondiente a Y; en la muestra total ordenada.
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En este caso, la hipotesis es paramétrica pero el test es de distribucion libre.
Repaso de algunos conceptos de inferencia estadistica

Poblacidn: conjunto de individuos, objetos, etc, que deseamos investigar.

Muestra: subconjunto de la poblacién.

Muestra aleatoria: muestra obtenida a través de un mecanismo tal que todas las
muestras posibles tienen igual probabilidad de ser seleccionadas (poblacion finita). En
general, puede pensarse como un conjunto de v.a. independientes e idénticamente
distribuidas: Xj,..., X,.

Estadistico: funcion de la muestra 7 : R" —> R

Ejemplos:

a) X

b) med(X,,..X,)=X

c) min(X,,...X,)

d) X® :k-ésimo estadistico de orden (ocupa el k-ésimo lugar en la muestra
ordenada)

e) R;rango de X;. Posicion de X; en la muestra ordenada.

R,=R(X,)=card{ i/ X, <X,}
Si no hay empates,

([R) _
R, =R(X,) & X" =X,

J

f) D; antirango. Indica qué observacién ocupa el j-ésimo lugar en la muestra
ordenada.

XD =X(j)

Ejemplo: Sean X; =93, X, =76y X3= 85.
X" =76=Xx, X® =85=X, X9 =93=Xx

Entonces,



Métodos No Paramétricos I 3
Elena J. Martinez 2do cuat. 2004

Estimacién: Un estimador es una funcion de la muestra (estadistico) que provee un
valor aproximado de un parametro o caracteristica desconocida.

Recordaremos un estimador “particular”.

Funcion de distribucion empirica: Sea Xj,..., X, una m.a.

F(x) = card {X,/ X, < x}

Fa(x) es una funcion escalera con saltos en los X;'s.

1.0

0.8

0.6

0.4
!

0.2

0.0

Es la funcién de distribucion de una v.a. discreta que toma valores X, Xz, ..., X, con
probabilidad 1/n. Si llamamos W a esa variable

EW) =Z":Xl. In=X

i=1

Teorema de Glivenko-Cantelli:  sup,

F,(x) - F(x) —2—0, siendo F la funcion de

distribucion de las X;'s.

Parece natural entonces usar caracteristicas de F, para estimar correspondientes
caracteristicas de F.

Ejemplos:

a) X para estimar u=E(X)
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b) Q, (percentil p muestral) para estimar x, (percentil p poblacional)
¢, Como se definen x, y Q,?

Sea0<p<1,x, eselvalortal que

P(X<x,)zp P(X>x,)<l-p
P(X2x,)21-p P(X<x,)<p

Dada una muestra Xj,..., X, , el percentil o cuartil Q,, es el valor tal que

card{i/Xl. >Qp}<1
sl=p

n
card{i/Xl. <Qp}

n

sp

Intervalos (o regiones) de confianza: Denotemos )?:(Xl,...,Xn) donde X

tienen distribucion F(x;6), S()?) es una region de confianza para 6 de nivel 1-a
(O<a<1)si

P,(0ecS(X)=1-a v o

Ejemplos: a) X,..., X, , m.a. de una distribuciéon N(u,c?)

\/;X_ﬂfwtnfl
S

y un intervalo de confianza de nivel 1 - o para p es de la forma

= S = S
X__tn—l,a/Z ’X+_tn—1,a/2
Jn Jn

b) Xj,..., X, , m.a. de una distribuciéon exponencial de parametro A

212}1:‘}(1 NZZZH

i=1

y un intervalo de confianza de nivel 1 - a para A es de la forma
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Zz2n,l—a/2 ZZZn,a/2
2nX 0 2nX

Definicién: Una familia {Sn ()?)} es una familia de regiones de confianza para 6 de nivel
asintético1-a (0 <a<1)si

P,0eS,(X)——l-a v o

Ejemplos: a) Xj,..., X, , m.a. de una distribucién Bi(1,p), entonces, por el TCL,

E)

y una regiéon de confianza para p de nivel asintotico 1-a. es

{p / SZ{Z/Z}

c) Xi,..., X, , m.a. de una distribucion exponencial de parametro A, entonces, por el
TCL

ZXi —np

vnp(l-p)

u n
X ——
LA

n

/12

y de aqui se puede deducir un intervalo de confianza para A de nivel asintético 1-a.
(Ejercicio).

Tests de hipotesis: Son procedimientos formales para decidir, a partir de una
muestra, entre dos opciones o hipotesis.

e Hipdtesis nula (H,): Esta es la hipétesis que se testea y, si los datos muestran
fuerte evidencia en su contra, es rechazada.
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¢ Hipotesis alternativa o hipotesis del investigador (H; o H,)

Para llevar a cabo un test, se selecciona un estadistico T y una regla de decision
basada en él (regién de rechazo).

Ejemplo: Una maquina produce piezas y se considera que funciona adecuadamente si

el porcentaje de piezas defectuosas es menor que 5%. Si se supone que cada pieza
tiene probabilidad p de ser defectuosa, se desea testear

H,:p<0.05 Vs H,:p>0.05

Parece razonable rechazar H, si hay demasiadas piezas defectuosas en la muestra.
Sea T el numero de piezas defectuosas en la muestra. Si se toma una muestra de 10
piezas de la “amplia” produccion total, podemos suponer T ~ Bi(10,p).

Si decidimos rechazar H, cuando T > 2, ésta es nuestra regién de rechazo o region
critica.

Definicion: Una hipétesis es simple si la suposicion de que es cierta conduce a una
sola funcion de probabilidad. De lo contrario es compuesta.

Definicidon: Supongamos que X = (X,,....X,) es un vector aleatorio cuya funcién de

distribucién depende de un pardmetro de® c R’ . Sean ©, y O,tales que

0, N0, =J. Un test ® es una funcion del estadistico, en base a la cual se tomara la
decision entre

H, :0e0, \& H :0€0,

tal que ©: T — [0,1], siendo ®(T) = probabilidad de rechazar H,, para ese valor del
estadistico T.

Si ®(T) toma solo valores 0 y 1 se trata de un test no aleatorizado.

Dado un test no aleatorizado, la regién critica es {t/(I)(t) = 1}, o sea el conjunto de
valores del estadistico para los cuales se rechaza H,.

Tipos de errores:

Realidad
H, cierta H, falsa
Decision Rechazo Ho Error tipo | OKlI
No rechazo Ho OK!! Error tipo Il

Definicion: Supongamos que se utiliza el test ®(T) para testear

H, :0€0, \& H, :0€0,
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se denomina funcioén de potencia del test ®@ a la funcién
7 (0)=E,(P(T)) Ve

Observemos que, si el test es no aleatorizado, E,(®(T")) = P,(®(T)=1), o sea, que

7(0) es la probabilidad de rechazar H, cuando el valor del parametro es 6.
Si 8 €©®, (especificado por H,) entonces 7 () = P, (error tipoI).

Si 8 € ©, (especificado por Hq) entonces 7 (8) =1- F, (error tipo II).

Se dice que el test tiene nivel de significacion o si

supzr (0)=«a

00,

Nivel critico o p-valor: es el menor nivel de significacion para el que, dado un
conjunto de observaciones, el test rechazara H,.

Ejemplo: Un fabricante de sistemas de proteccion contra incendios asegura que el
verdadero promedio de temperatura de activacion del sistema es 130°F. Al probar una
muestra de 9 sistemas se obtiene un promedio muestral de activacion de 131.08°F. Si
la distribuciéon de las temperaturas de activacion es N (u,(1.5°F)?). ¢ Contradicen los
datos la afirmacion del fabricante a nivel de significacion o=0.017?

H,:u=130 Vs H, :nu+#130
Xi,....,.Xgm.a. Xi~N (u,(1 .5°F)2). El estadistico del test sera

X-130 X -130
T: =
1.5//9 0.5

y la zona de rechazo para un nivel de significacién a=0.01 es

>2.58

X —130
0.5

El valor observado de T = 2.16 entonces no se rechaza H, a ese nivel.
p—valor =2 P(T 22.16) = 0.0308

Hallemos la funcion de potencia del test:

X —130

ﬂ(ﬂ)=Pﬂ[

>258|=1- X —130
0.5

< 2.58] =
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1—@(2.58+ 130_“j+®(—2.58+ 130_“)
Funcion de potencia
] ™, s
. W
1‘20 12‘5 11;0 1:;5 11‘10
Observemos que 7(130)=0.01 =ay
limm(u)=1 lim 7 (u)=1
H—>0 H==

Es posible hallar n tal que la potencia sea tan proxima a 1 como se desee para una
alternativa fija pues

Sipe 0, fijo = limz(u) =1

Por ejemplo, con el test anterior, ©(131) = 0.281, y por lo tanto la probabilidad de error
tipo Il es

B(131)=1-7(131)=0.719

¢,Cual debe ser el n para que n(131) > 0.957?

Para n variable, la funcién de potencia del test es:

7 (1) = 1-@(2.58+130_“j+®(—2.58+130_“j
1.5//n 1.5//n

Entonces

1.5/n 1.5//n
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y para que n(131) > 0.95, debe ser n > 41.

Algunas propiedades de los tests de hipétesis:

a) Test uniformemente mas potentes: Supongamos que el test ®@ se utiliza para testear
las hipotesis

H, :0€0, Vs H, :0€0,

Diremos que ® es UMP de nivel menor o igual que o si, dado @41 de nivel menor o
igual que a,

Ey(D(X)) > E,(®,(X)) VO eo,

Si ® es UMP de nivel a, entonces n(0) > o, para todo 0 € O4.

Si las hipétesis nula y alternativa son simples, el Teorema de Neyman-Pearson provee
un test UMP.

Teorema: Sean
H,:0=0, \E H, :0=0,

y sea Xi,..., X, una m.a. de la correspondiente distribucidon (discreta o continua). Sea
f(x;;0) la funcién de probabilidad o densidad y

F G50 = T [ £530)

1 Si ff(xla"'axn;e2)>k
S (X5 x,50,)
_ S(x,..,x ;0
Eltest ®(X)=1v s L%l
f)‘((xls'--:xn;el)
0 si f)}(xlr--,xn;02)<k
S (X505 X,50,)

conky vtales que E, (®(X)) =, es UMP de nivel a.

A partir de este Teorema se deduce que para las familias de cociente de verosimilitud
monotono en el estadistico T()?) , 0 sea que cumplen
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a) f(x,0)# f(X.6,)

ACHCY)

es no decreciente en S ={t/t =T(X)con f(x;08,)>006 f(x;0,) > 0}
f(xael)

b) 80,0, (T'(x) =

un test de la forma

1 si T(X)>k
DX)=1v si T(X)=k
0 si T(X)<k

conky vtales que E, (@()?)) = a, es UMP para las hipotesis

H, :0<0, Vs H, :0>0,

Nota: Para hipotesis bilaterales no se pueden hallar tests UMP sin imponer
restricciones.

b) Tests insesgados: Intuitivamente, se desea que la probabilidad de rechazar H,
cuando es cierta sea menor que la de rechazarla cuando es falsa. Sean

H, :0€0, \& H, :0€0,

y sea ® un test de nivel a. Diremos que @ es insesgado si
E,(D(X)) 2« Vhe0,

Todo test UMP es insesgado.

Definicion: Un test @ de nivel a se dice IUMP (insesgado uniformemente mas potente)
Si
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o supn(0)=a
00,

e @ esinsesgado

e dado @, insesgado, Eq(d( )?)) > E9(®1()?) ), VO e 0.

c) Tests consistentes: este concepto equivale a la idea de convergencia en
probabilidad de un estimador y refleja el comportamiento del test para muestras
grandes. Una sucesion de tests es consistente para una alternativa dada si la potencia
para detectar esa alternativa tiende a 1 cuando n tiende a infinito, y el nivel de
significacion se mantiene acotado lejos del O.

La sucesion de tests {®,} es consistente en 6 € ®4 para las hipdtesis

H, :0€0, Vs H, :0€0,
Si

e az=2E,(P,)2y >0, paratodo6 e O,

e E,(®,)—l

n—>x0

Ejemplo: Se desea estudiar si los nacimientos en cierto pais tienden a producir mas
bebés de un sexo. Sean Xj,..., X, los sexos de los bebés nacidos en cierto periodo,
donde

{1 si es varon

0 si es mujer

Suponiendo que las X; son v.a. independientes y que p = P(varén) es constante, se
desea testear

H, :p=05 Vs H :p#05

El estadistico a utilizar es T=2Xi ~ Bi(n, p). La region critica del test IUMP se
i=1
elige en forma simétrica y corresponde a valores grandes y chicos de T.

Supongamos que deseamos obtener tests no aleatorizados de nivel a menor o igual
que 0.05. Se obtiene una sucesion de tests, algunas de cuyas regiones de rechazo se
presentan en la siguiente tabla:

Regidn critica o

ninguna -
=0 o6 T=6 0.031
7=0 o6 T=8 0.008

[eciie>}{é) =]




Métodos No Paramétricos I 12

Elena J. Martinez 2do cuat. 2004
10 |[T<1 6 T=9 0.021
15 |T<3 6 T=12 |0.035
20 |T<5 6 T=>15 |0.041
30 |T<9 6 T=>21 0.043
60 |T<21 6 T=39 |0.027
100 [T<39 6 T>61 0.035

Funciones de potencia para distintos valores de n

1.0

pot6
0.6
|

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

valp

Se observa que, para cada p fijo, a medida que crece n, la potencia crece hacia 1.

Un test razonable, sera consistente para una subclase de alternativas, que se
denomina clase de consistencia del test.

Notacién: Llamando Q,, al conjunto de distribuciones especificadas por H, y Qg al
conjunto de distribuciones especificadas por H4, las hipétesis del test pueden
plantearse como

H, :GeQ Vs H :GeQ,

nul

donde G es la distribuciéon de las observaciones.

Teorema: Sea T, el estadistico de un test para las hipotesis

H, :GeQ \E H :GeQ,

nul

que rechaza H, para valores grandes y que satisface
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/’lo VG eglnul

(1)
>/’to VGEchQalt

Tn—bu(@:{

Supongamos ademas que existe o, tal que

T —
Jn 2 He 4 Ny VGeQ,
(o)

o

entonces existe una sucesion de valores criticos k,, tal que el test

n

1 siT, 2k,
o siT, <k,

es asintéticamente de nivel ay P, (T, 2 k,)———1, V GeQ, o sea la sucesion de
tests es consistente en Q..

Dem: Sea Z, el percentil de la distribucion normal standard que deja un area a a su
derecha y definamos

k,=u, +7 %

“Vn

- a

T —
Entonces, «a, = P;(T, an):PG[\/; o5z Jﬁ)a y por lo tanto la
c

o

sucesion de tests @, tiene nivel asintético a.

Sea ahora G € Q2 fija, y definamos

_ u(G) -,
2

&

Por hipétesis, ¢ > 0y, como k, — u, , para n suficientemente grande &, < i, +¢.

Como ademas u, = u(G)—2¢, entonces k, < u(G)— ¢ . Entonces

T,-u(G|<e = T,~u(G)>—¢ = T,>uG)-¢ = T, >k,

y, por lo tanto, P(]Tn —,u(G)| <g)£ P(T, 2 k,). Como, por (1), el primer término de
esta desigualdad tiende a 1 cuando n tiende a infinito, el segundo también tiende a
infinito y por lo tanto la sucesion de tests ®, 6 es consistente en G eQ_, como
queriamos demostrar.

Nota: Cualquier test razonable deberia ser consistente y si no lo es para un conjunto
I6gico de alternativas, deberia ser descartado.
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Ejemplo: Xj,...,X, m.a. de una distribucion de Cauchy de parametro 0, es decir con
densidad

1
7+ (x—0)%)

f(x;0)=

Recordemos que X tiene la misma distribucion que X, independientemente de n. Si,
para testear

H,:0=0 Vs H :0>0
la zona de rechazo estuviese dada por X > ¢, la funcién de potencia del test seria
7 (6) = E,(®(X)) = P, (X, = ¢)

que no depende de n y, por lo tanto, no puede tender a 1 para ningun 6 > 0. Por lo
tanto, este test no es consistente.

d) Tests eficientes: este concepto es relativo y permite comparar tests. Intuitivamente,
dados dos tests, es mas eficiente aquel que requiere un menor tamafio de muestra
para alcanzar una potencia dada.

Definicion: Sean T, y T, dos estadisticos basados en una m.a. Xj,...,X, de F(x,0),
en los que se basan los tests de nivel a, ®1 y ®, respectivamente, para las hipotesis

H, :0=0 Vs H :0>0

Fijados 6y B (a0 < B < 1), sean nq y n, los tamafios de muestra necesarios para que la
potencia de los dos tests en 0 sea B, 0 sea

(T, 2k)=p (T, 2k)=p
Se define la eficiencia de T, relativa a T,,» como nJ/n;.
Ejemplo: Supongamos que se dispone de dos tests de nivel 0.01 para las hipétesis
anteriores y que para alcanzar una potencia n(6)=0.14 en el 6 que hemos fijado, se
requieren n,=75 observaciones con el primer test y n,=50 con el segundo, entonces el

primer test es menos eficiente que el segundo y la eficiencia relativa es 50/75=0.67.

La eficiencia relativa depende de la alternativa elegida. Prefeririamos una definicion
que nos permitiese hacer una comparacion “global” entre tests.

Eficiencia asintética relativa o eficiencia _de Pitman: Sea X;,...X, m.a. de una
distribucion absolutamente continua F(x;0) y consideremos las hipotesis

H, :0=0 Vs H :0>0

Sean dos tests de nivel asintético a para estas hipotesis
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W o 1 siT® >k
0 siT,’ <k,
o s |1 siT® > k®
0 siT,” <k,

P, (T 2k ——>a y P, (I 2k?)—>a

Sea B fijo (o < f < 1)y sea {6} una sucesion de alternativas tales que 6, > 0
(alternativas contiguas).

Sean {n}l)}y{nﬁz)} las correspondientes sucesiones de tamafios de muestra tales
que

M 5 L
£, (Tng” 2k, =5

Jj—oo

Pg/ (T(Z) > ki;)) )_) i

nﬁz) - Jjo®©

n(Z)

Si lim #= e, existe y es independiente de la sucesion {6}, o y B, entonces e, se
Jj—o n

J

denomina eficiencia asintdtica relativa de @ a @@ o eficiencia de Pitman y da una

indicacion de la razon de los tamafos de muestra requeridos para alcanzar el mismo

nivel y la misma potencia para alternativas proximas a la hipétesis nula.

Las siguientes condiciones, debidas a Pitman, facilitan en muchos casos el calculo de
la eficiencia.

Sea T, un estadistico para testear las hipotesis:
H, :0=0 Vs H :0>0
y sea @, el correspondiente test

- 1 17 =2k

®,(X)= T =t

0 siT, <k,
Condiciones:

1) T, provee un test consistente

2) Existen sucesiones {u,(0)} y {on(0)} tales que
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T, —u,(9)

- () >N(0,1)

uniformemente en un entorno de 0 = 0.
Existe - 0 =1 (0
3) Bxiste - 41,(0) |,y = #,(0)

4) Si{6n} es una sucesion tal que §, ———0,

n—ow

O-" (9" ) n—»0 >1 y un'(en ) n—o >1
a,(0) #,(0)
5y tim—t© __ g

La cantidad c se llama eficacia del test basado en T,. Para n grande, mide la velocidad
de cambio en unidades standard de la media “asintética” de T, en H,. Un test con
eficacia relativamente grande, responde rapido a alternativas préoximas a 0 y se espera
que tenga buenas propiedades de potencia local.

Nota: A menudo el test se construye de manera que

I,——u@) o E,(T,) = u(®)

y nVar(T,) — o’(0), entonces se puede tomar p,(0) = w(0) para todo n y c,(0) =
o(0)n.

En este caso, la condicion 2) se convierte en

T, — u(9)
Jn = <5 N(0,1
> ©0) (0,1)
y la eficacia se calcula a partir de los parametros asintéticos u(0) y o(6), como
L MO
a(0)

Ejemplo: Sea Xj,...,X, una m.a. de una distribucién N(e,cz) y consideremos el test t
para las hipotesis

H, :0=0 Vs H :0>0

El estadistico de este test es T, = X y se rechaza H, si 7, > k. Es féacil verificar las
condiciones 1) a 5) anteriores y obtener la eficacia de este test

c=1/c
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(Lo haremos en la practica)

Teorema: Sea 7, un estadistico que satisface las condiciones 1) a 5) de Pitman y
provee un test de nivel asintético o para testear

H, :0=0 Vs H :0>0

Sea 0, = i para 6 > Ofijo. Entonces la potencia asintética esta dada por

7

lim P, (T, > k,) =1-®(Z, ~0.c)
donde 11_1’)2 P(T 2k,)=1-D(Z,)=a y ces laeficacia del test.
Dem: Pag. 67 Hettmansperger.
Teorema: Sean 7" y T”) dos estadisticos que proveen tests para
H, :0=0 Vs H :0>0

de nivel asintético a y que ambos satisfacen las condiciones 1) a 5), entonces la
eficiencia asintética relativa de 7" a T'® esta dada por

2
¢

€ =

&)

donde ¢, y c; son las eficacias de los tests basados en T" y T'® respectivamente.

Dem: Pag. 68 Hettmansperger.



