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Algunas aplicaciones del test del signo

Test de Mc Nemar para significacion de cambios: En realidad este test se estudiara
en detalle en Métodos no Paramétricos Il, en el contexto de las denominadas Tablas
de Contingencia. De cualquier manera, lo describiremos por tratarse de una aplicacion
del test del signo.

Supongamos que observamos pares de datos nominales con dos categorias que
llamaremos “1” y “0”. Es decir que observamos pares (X, Yi) en los que tanto X; como
Y; toman valores 1 y 0.Nos interesa detectar diferencias entre la probabilidad de (0,1) y
la de (1,0).

Ejemplo: Un investigador deseaba estudiar posibles cambios en la actitud de la
audiencia frente a la posicion expuesta por un conferencista. Para ello seleccioné una
muestra de 78 estudiantes universitarios que asistieron a una conferencia y registré su
acuerdo (1) o desacuerdo (0), inmediatamente después de la conferencia (X;) y un
mes después (Y;). Los resultados obtenidos se resumen en la siguiente tabla:

Tiempo 1 Tiempo 2
Desacuerdo | Acuerdo | Total
Desacuerdo 24 18 42
Acuerdo 6 30 36
Total 30 48 78

El investigador desea determinar si la proporcion de personas que esta de acuerdo
con la posicion del conferencista es diferente un mes después de la conferencia que
inmediatamente después de ésta. O equivalentemente si hubo cambios en la actitud
de la audiencia.

Datos: Los datos consisten en n observaciones de v.a. bivariados (X, Y;), donde cada
Xi e Y; toma sélo valores 1y 0. En el test de Mc Nemar los datos se suelen resumir en
una tabla como la anterior, es decir, en general

Xi Yi
Yi=0 Yi=1 Total
X;i=0 a b a+b
X;=1 C d c+d
Total atc b+d n

es decir que, por ejemplo a = numero de pares con X;=0e Y;= 0.

Suposiciones:

1) los pares (X, Y;) son independientes.

2) la escala de medicidon de X, e Y; es nominal con dos categorias (0 y 1).

3) la diferencia P(Xi=0,Y;=1) - P(X;=1,Y;=0) es negativa para todo i, positiva para todo i
0 cero para todo i. Se puede pedir idéntica distribucion, pero no es necesario.
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Estadistico del test y distribuciéon nula: El estadistico del test es

(o)

I
b+c

Sib + ¢ <20, es preferible usar T, = b.

1%

Justificacion: Al evento (0,1) lo designamos “+” y al evento (1,0) lo designamos “-“. Los
eventos (0,0) y (1,1) son empates. Podemos pensar este problema como una
aplicacion del test del signo, donde las hipotesis a testear son

Ho: P(+)=1/2 VS Hqy: P(+) = %
El estadistico del test sera el cardinal de “+” en la muestra, es decir T, = b.

Bajo Ho, T, ~ Bi(b+c,1/2). Si b+c > 20 (sugerido por Conover), podemos usar la
aproximacién Normal, en cuyo caso el estadistico es

y_b-+a/2_(b-c)/2_ b-c
Jb+e)ld  Ab+c/2 Ab+c

que, bajo Ho, tiene distribucion asintética N(0,1). Conover considera el
estadistico T, = U?, que bajo Hy, tiene distribucion xf Si deseamos testear hipotesis
unilaterales debemos usar necesariamente U.

Hipotesis a testear:

A. Ho: P(Xi=0,Y=1) = P(Xi=1,Y;=0) VS Hi: P(Xi=0,Y=1) = P(Xi=1,Y;=0)
0, equivalentemente, alguna de las dos formas siguientes

Ho: P(Xi=0) = P(Y;=0) VS Hq: P(Xi=0) = P(Y=0)

Ho: P(X=1) = P(Y=1) vs  HyP(X=1) = P(Y=1)

B.  H, P(X=0,Y;=1) = P(X=1,Y;=0) vs  Hy P(X=0,Y;=1) > P(X=1,Y;=0)
C.  Ho P(X=0,Y=1) = P(X=1,Y=0) vs  Hy P(X=0,Y=1) < P(X=1,Y;=0)

Zona de rechazo:

A. Se rechaza H, a nivel a si T, > b+c-k 6 T, < k, con k tal que P(Bi(b+c,1/2) <k) = a/2.
Si b+c es grande, se rechaza H, si [U|> z,,, o biensi T, > x [, .

B. Se rechaza H, a nivel a si T2 > k, con k tal que P(Bi(b+c,1/2) > k) = a. Si b+c es
grande, se rechaza H, si T¢ > z,,.

C. Se rechaza H, a nivel a si T, < k, con k tal que P(Bi(b+c,1/2) < k) = a. Si b+c es
grande, se rechaza H, si T¢ < -z,.
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Ejemplo: En el ejemplo presentado al comienzo, las hipotesis a testear son:
Ho: P(XFO,Yi=1) = P(X.=1 ,YFO) VS H1: P(Xi=0,Yi=1) * P(X,=1 ,YFO)

y b+c = 24. Un test exacto de nivel o rechaza H, si b < k 6 > b+c-k con k tal que
P(Bi(24,1/2) < k)=a/2.

P(Bi(24,1/2) < 6) = 0.011, P(Bi(24,1/2) < 7) = 0.032. Trabajamos con nivel 0.022 y a
este nivel, como b = 18, se rechaza H,.

Usando la aproximacién normal, el estadistico Ty = (b-c)%(b+c) = 6, y como xf0_05=
3.84, se rechaza H.,.

Test de Cox-Stuart para tendencias: Asi como el test del signo permite, usando la
distribucion binomial, testear la hipotesis de idéntica distribucidon versus diferencias en
la posicion, es posible crear otras variables binomiales para testear la hipotesis de
aleatoriedad versus alternativas de tendencia. Este test es una alternativa al test
paramétrico para Ho,: p = 0 en el modelo de regresion lineal Y = o + B X + &. La
hipotesis nula en este test implica que la pendiente de larectaes 0.

El test de Cox-Stuart se basa en v.a. binomiales y permite testear la presencia de
tendencias. Mientras que el test paramétrico clasico testea ausencia de tendencia vs
presencia de una tendencia lineal (relacion lineal entre X e Y), el test de Cox-Stuart no
tiene esa restriccion y testea la hipotesis de ausencia de tendencia vs la hipotesis
alternativa de tendencia mondtona.

Una tendencia es monétona si la variable dependiente crece cuando crece la variable
independiente (mondétona creciente) o decrece cuando crece la variable independiente
(mondtona decreciente).

Datos: Sea Xjy,..., X, una sucesion de v.a. ordenadas segun algun criterio (por ejemplo,

indice = tiempo). Si los X; estan aleatoriamente distribuidos sobre la sucesién,
entonces

PXi—=X<0)=PX;=X;>0)=1/2 para todoi # .

En cambio, si X; crece mondétonamente, P(Xi—X;<0)>P(Xi—=X;>0)sii<j ysiX
decrece monotonamente, P(Xi—X;<0 ) <P(Xi—X;>0)sii<].

El test de Cox-Stuart examina la relacion de (X, X)) para porciones de la sucesion. En

particular, si n es par o sea n = 2N, se convierte la sucesion en N pares (X;, Xi:y). Sila
sucesion es aleatoria

PXin—Xi<0)=PXun—X>0)=1/2 para todo i.

Se definen D;= Xy - Xi ¥

Z, =

1

1 st X,,v—X,>0
0 st X,,y—X,<0

Z; ~Bi(1,pi) con pi= P(X:n-X; > 0) y se desea testear H,: p;= %2 para todo i.
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Suposiciones: 1) Los pares (X;,Xi:n) son mutuamente independientes.

2) sg[P(Xiun = Xi > 0 ) - P(Xisn — X; < 0 )] es el mismo para todo i.

3) Cada par (X;,Xi+n) puede ser clasificado como +, - 0 empate.

Nota: Las diferencias iguales a cero (empates) se eliminan y se trabaja con N': niUmero

de diferencias no nulas. En lo que sigue, por simplicidad, supondremos que no hay
empates. Si los hay, N debe reemplazarse por N'.

Estadistico del test y distribucién nula: S = nimero de diferencias positivas, es decir

N
S:ZZI. :card{i/Xl.+N—Xl. >0}

i=1

Bajo H,, es decir si no hay tendencia, S ~ Bi(N,1/2). Valores grandes de S sugieren
una tendencia creciente mientras que valores bajos sugieren una tendencia
decreciente.

Notas: 1) Si n es impar, n=2N+1, se elimina la observacién central Xy.1 y se forman las
diferencias D; = Xi+n+1 - Xi. El estadistico del test sera

N
S:ZZZ. =card {i| X

i=1

- X, >0}

i+N+1

2) No se aparea Xi+y con X; porque estas diferencias se ven mas afectadas por las
fluctuaciones transitorias de la secuencia.

Hipotesis a testear:

A. H: PXin=Xi>0)=PXun—X<0) vs HyPXun—=Xi>0)=PXun—Xi<0)
0 equivalentemente

Ho: pi=1/2 VS Hi pi =%
[No existe tendencia vs hay tendencia creciente o decreciente]
B. Ho: PXiun = Xi >0 ) <PXiun—X<0) vs HiPXun—Xi>0)>PXun—X<0)
0 equivalentemente

Ho: pi<1/2 Vs Hi:pi>"%
[No existe tendencia creciente vs hay tendencia creciente]
C.Ho PXun—X>0)>2PXun—Xi<0) vs HuPXun—X>0)<PXun—-Xi<0)
0 equivalentemente

H.: p|21/2 VS H1:pi<1/2
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[No existe tendencia decreciente vs hay tendencia decreciente].

Zona de rechazo:

A. Rechazamos Ho a nivel a si S > N-k 6 S <k, con k tal que P(Bi(N,1/2) < k) = a/2.
B. Rechazamos Ho a nivel a si S >k con k tal que P(Bi(N,1/2) <k) =1 - a.
C. Rechazamos Ho a nivel o si S <k con k tal que P(Bi(N,1/2) <k) = a.

El test de Cox-Stuart resulta insesgado y consistente para las hipdtesis planteadas en
términos de p;. La eficiencia asintotica del test bajo normalidad respecto del test
paramétrico basado en el coeficiente de regresion es 0.78. Esta eficiencia sube a 0.83
si se elimina el tercio central de las observaciones y se aparea el primer tercio con el
ultimo tercio.

Hay una modificacion del test de Cox-Stuart para testear cambios en la dispersion
(Rao, 1968).

Ejemplos: 1) El coordinador de una encuesta de hogares ha notado que el porcentaje
de rechazos en las entrevistas parece variar con el tiempo. Desea determinar si lo que
él ha observado se debe al azar o si en realidad se debe a la presencia de un factor
sistematico. La siguiente tabla presenta los porcentajes de rechazos durante un
periodo de 18 dias de entrevistas. Se incluyen ademas las diferencias D; = XN — Xiy
los valores de Z;.

Dia | Rechazo | Dia | Rechazo | D; Z
1 7.4 10 6.2 -1.2 0
2 52 11 5.0 -0.2 0
3 6.6 12 5.1 -1.5 0
4 7.9 13 4.9 -3.0 0
5 7.8 14 4.2 -3.6 0
6 7.2 15 7.7 0.5 1
7 6.8 16 5.4 -1.4 0
8 6.7 17 5.3 -1.4 0
9 6.5 18 5.1 -1.4 0

S=1

Las hipdtesis a testear son
A. H: PXin=Xi<0)=PXun—X>0) vs HyPXun—Xi<0)=PXun—Xi>0)
0 equivalentemente

Ho: pi=1/2 VS Hi:pi =%

y rechazamos Ho a nivel o si S > 9-k 6 S <Kk, con k tal que P(Bi(9,1/2) < k) = a/2. Si
consideramos k = 1, se obtiene un test de nivel 0.0390.

A este nivel se rechaza H, pues el valor observado de S es 1.
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2) Se registra el caudal promedio mensual de un rio (en pies cubicos por segundo) en
un punto determinado durante un periodo de 24 meses. Dado que los caudales suelen
presentar un ciclo anual, es conveniente aparear los mismos meses en anos
consecutivos y no diferentes meses dentro de un mismo afo. Las hipdtesis a testear
son

Ho: PXisn = Xi >0 )>PXiun—X<0) vs HpuPXun—Xi>0)<PXun—X<0)
0 equivalentemente
Ho: pi>1/2 VS Hi:pi<%
Es decir que la hipétesis de los investigadores es que los caudales presentan una

tendencia decreciente. En la tabla siguiente se presentan los datos, las diferencias D; =
Xitr12 — Xy los valores de Z..

Mes Ano 1 | Ano 2 D; Zi
enero 14.6 14.2 -0.4 0
febrero 12.2 10.5 -1.7 0
marzo 104.0 | 123.0 | 19.0 1
abril 220.0 | 190.0 | -30.0 0
mayo 110.0 | 138.0 | 28.0 1
junio 86.0 98.1 12.1 1
julio 92.8 88.1 -14.0 0
agosto 74.4 80.0 5.6 1
septiembre 754 75.6 0.2 1
octubre 51.7 48.8 -2.9 0
noviembre 29.3 27 1 -1.8 0
diciembre 16.0 15.7 -0.3 0
S=5
Candal menmal
156 o
i
an |

Iles
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Rechazamos Ho a nivel a si S <k con k tal que P(Bi(12,1/2) < k) = a. Si tomamos
k=2, P(Bi(12,1/2) < 2) = 0.0193 y si k=3, P(Bi(12,1/2) < 3) = 0.073, entonces
trabajamos con nivel 0.0193 y no se rechaza H..

p-valor = P(Bi(12,1/2) < 5) = 0.3872.

Otras aplicaciones del test del signo: En primer lugar veremos como usar el test del
signo para testear correlacién, o sea para detectar si valores altos de una variable
tienden a aparearse con valores altos de la otra y valores bajos con valores bajos
(correlacién positiva) o si valores altos de una variable tienden a aparearse con valores
bajos y viceversa (correlacion negativa).

Para ello se ordenan los pares de datos en orden creciente de una de las variables, la
que presenta menos empates. Si hay correlacion, la otra variable deberia presentar
una tendencia: creciente en el caso de correlacion positiva y decreciente en caso de
correlacion negativa. Es decir que se aplica el test de Cox-Stuart a la variable sobre la
que no se efectuo el ordenamiento.

Ejemplo: Cochran (1937) compara las reacciones de varios pacientes a dos drogas,
para ver si existe correlacion positiva entre las dos reacciones del paciente. En la
siguiente tabla se presentan los datos originales:

Paciente | Droga 1 | Droga 2 | Paciente | Droga1 | Droga 2
1 +0.7 +1.9 6 +3.4 +4.4
2 -1.6 +0.8 7 +3.7 +5.5
3 -0.2 +1.1 8 +0.8 +1.6
4 -1.2 +0.1 9 0.0 +4.6
5 -0.1 -0.1 10 +2.0 +3.4

A continuacion, ordenamos los datos segun la reaccion a la droga 1:

Paciente | Droga 1 | Droga 2
2 -1.6 +0.8
4 -1.2 +0.1
3 -0.2 +1.1
5 -0.1 -0.1
9 0.0 +4.6
1 +0.7 +1.9
8 +0.8 +1.6
10 +2.0 +3.4
6 +3.4 +4.4
7 +3.7 +5.5

y aplicamos el test de Cox-Stuart a la variable correspondiente a la Droga 2.

Se forman los pares (+0.8,+1.9), (+0.1,+1.6), (+1.1,+3.4), (-0.1,+4.4), (+4.6,+5.5)
Las hipotesis a testear son

H,: no hay correlacién positiva VS H.: hay correlacién positiva
que equivalen a testear, para la Droga 2, las hipétesis

Ho: no hay tendencia creciente VS H4: hay tendencia creciente
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El estadistico del test es S = card {i / D; > 0}, que, bajo Hy tiene distribucion Bi(5,1/2) y
se rechaza la hipoétesis nula para valores grandes de S.

Si k =5, P(Bi(5,1/2) > 5) = 0.0312 y si k = 4, P(Bi(5,1/2) > 4) = 0.1875. Entonces, a
nivel 0.0312, como Sy,s = 5, se rechaza Hy, es decir que hay evidencia de que existe
una correlacion positiva entre las reacciones a las dos drogas. El p-valor es 0.0312.

Nota: Las propiedades del test para correlacién no han sido estudiadas. Una de las
dificultades en su aplicacion es que si hay muchos empates hay mas de una manera
de ordenar las observaciones para aplicar el test de tendencia. En ese caso se
recomienda usar un enfoque conservativo, es decir usar aquel ordenamiento que
rechaza Hy con menos probabilidad.

En el siguiente ejemplo veremos como usar el test de Cox-Stuart para testear la
presencia de un comportamiento dado.

Ejemplo: En un laboratorio se registra el numero de huevos que pone un grupo de
insectos por hora, durante un periodo de 24 horas, a fin de testear las hipoétesis

H,: los numeros de huevos por hora son observaciones independientes e
idénticamente distribuidas

H4: los numeros de huevos por hora tienden a tener un valor minimo a las 2:15 pm, se
incrementan hasta alcanzar un maximo a las 2:15 am y vuelven a decrecer hasta las
2:15 pm.

A continuacion se presentan los datos obtenidos:

Hora Nudmero de Hora NuUmero de Hora NuUmero de
huevos huevos huevos
9 am 151 5 pm 83 1am 286
10 am 119 6 pm 166 2 am 235
11 am 146 7 pm 143 3 am 223
mediodia 111 8 pm 116 4 am 176
1pm 63 9 pm 163 5am 176
2 pm 84 10 pm 208 6 am 174
3 pm 60 11 pm 283 7 am 139
4 pm 109 medianoche 296 8 am 137
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Muamers de huevos por hora

Si la alternativa es cierta, los conteos cerca de las 2:15 pm deberian ser los menores y
los cercanos a las 2:15 am los mayores. Reordenemos las observaciones de acuerdo
a los tiempos, empezando por los tiempos mas cercanos a las 2:15 pm hasta los
proximos a las 2:15 am.

Hora Numero de huevos Hora Numero de huevos
2 pm 84 8 am 137
3 pm 60 9 pm 163
1pm 63 7 am 139
4 pm 109 10 pm 208
mediodia 111 6 am 174
5pm 83 11 pm 283
11 am 146 5am 176
6 pm 166 medianoche 296
10 am 119 4 am 176
7 pm 143 1am 286
9 am 151 3 am 223
8 pm 116 2 am 235

Si H; es cierta estos datos deberian tener una tendencia creciente. Aplicamos el test
de Cox-Stuart para tendencia. En este caso, N=12, S = card{i / Xin-X; > 0}.

A nivel 0.0193, rechazamos H, si S > 10 y como Sg,s = 12, rechazamos H,.

p-valor = P(Bi(12,1/2) > 12) = 0.0002



