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Eficiencia: La eficiencia del test de Friedman relativa al test F es

e(Tl,F):Ichz(ffz(x)dx)zﬁ

Se observa que T; no hereda la eficiencia de los tests de Wilcoxon y Mann-Whitney
relativas al test de t, como ocurria con el test de Kuskal-\Wallis.

Si la distribucion es Normal,

3k

e(Tl’F):(k—i-—l)n

y, por lo tanto, si k=2, e(T},F) = % =0.64, que es la eficiencia del test de signo relativa al

test de t. Cuando k crece, la eficiencia aumenta.

Ejercicio: Verificar que, cuando k=2, el estadistico del test de Friedman es equivalente al
del test del signo.

Disefio balanceado: El test de Friedman puede ser extendido al caso de varias
observaciones por celda. Bernard y van Elteren (1952) trataron el caso general, pero

nosotros consideraremos sélo el caso balanceado, es decir supondremos que en cada
celda hay m observaciones.

Sean las observaciones X, 1£t<m,1<i<n,1<j<k, donde
Xy~F(x-p-a,-6,), FeQ,
y nos interesa testear
Ho: 01 =0,= ... = 0 VS H4: existe al menos un par (i,j) tal que 6; # 6

ikm

Sea R;el rango de X entre X,,,.., X, , es decir el rango de X dentro del bloque i.

Entonces la suma de los rangos correspondientes al tratamiento j es

ijt

n m

R, = ZZRW

i=l t=1

Bajo H,,
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mk +1
2

E(R ;)=nm

nm* (mk +1)(k —1)
12

Var(R ;) = si no hay empates

Si hay empates, la varianza se estima por

Var(R )= m(k —1) ZR‘Z' B mkn(mk +1)*
'j k(mk - 1) i,j,t lﬂ 4
Ademas,
2
cov(R_j,R_,):—%;Jrl) sij#l

El estadistico del test se define como

_ nm(mk +1) ?

k 1 R J 2

T, = 2(1 -~ —j

Al k JVar(R )

Se puede probar que, bajo H,, 7, 4, x,f_l y por lo tanto se rechaza H, a nivel a si
T, > X/?—l,a

Si se rechaza H,, es necesario realizar comparaciones multiples. 6; es significativamente
distinto de 6; si

R =R >ty =Dy ot
N ‘ T (k=D)(mnk—n—-k+1) Y n(mk —1)

Alternativas ordenadas: Como en el caso del disefio de un factor puede ser de interés
testear

Ho: 04 = 0= ... = 0 VS Hq: 04 <6, ... < 6¢con al menos una desigualdad estricta
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Una observacion por celda: Page (1963) propuso el siguiente estadistico

L &( k+1Y, ak+D)
TS_&;(’ 2)(13"' 2 j

2002
2k =Dk +1) Como 5 4 5 N(,]),

144 . Var(Ty)
T >z, Var(Ty)

Ejemplo: Investigadores del area de salud sospechan que la actividad fisica regular tiende
a disminuir el pulso de un individuo en reposo. Para poner a prueba esta teoria, 8
voluntarios sanos que no realizaban ejercicios en forma regular fueron integrados a un
programa de ejercicios controlado. Se midi6é su pulso en reposo al comienzo del programa
y una vez al finalizar cada mes durante 4 meses. Si 6; es la mediana del pulso en reposo
en el periodo i, las hipdtesis a testear son

Bajo H, E(T;)=07y Var(T,)=

rechazaremos H,, si

Ho: 04 =0,=... =05 VS Hq: 65 <0, ... <04 con al menos una desigualdad estricta
siendo 64 la mediana inicial, 6, la mediana al final del segundo mes y asi sucesivamente.

Los pulsos observados se presentan en la siguiente tabla, juntamente con los rangos
correspondientes

Individuo | Mes 4 Mes 3 Mes 2 Mes 1 Inicial
1 79 (3) 76 (1) 77 (2) 84 (5) 82 (4)
2 78 (3) 76 (1.5) |76 (1.5) |80 (4.5) |80 (4.5)
3 72 (1) 74 (2) 77 (4) 78 (5) 75 (3)
4 66 (3) 65 (1.5) |68 (4) 72 (5) 65 (1.5)
5 75(3.5) |75(3.5) |72(1) 74 (2) 77 (5)
6 64 (1) 66 (3) 65 (2) 69 (5) 68 (4)
7 68 (1.5) |70(3.5) |68 (1.5) |74 (5) 70 (3.5)
8 70 (1) 72 (2) 78 (5) 76 (3) 77 (4)
R ; 17 18 21 34.5 29.5

El valor del estadistico T;es 14.67247 y Var(T,) =25, entonces
p —valor =1-®(2.934)=0.002

y, por lo tanto se rechaza H,.

Disefio no balanceado: Skillings y Wolfe (1978) propusieron un estadistico basado en el
de Jonckheere y Terpstra, utilizado para testear alternativas ordenadas en el disefio de un
factor. La idea basica es calcular el estadistico J en cada uno de los n bloques y luego
combinar estos valores. Sean
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X, ~F(x-a,-0)) 1<t<m,,1<i<n,1<j<k

k
ysean m, = Zmlj y J, el estadistico calculado sobre el i-esimo bloque, o sea
Jj=1

J; = ZWZ W:zs(qu_Xilv)

1<i<j<k

Definiendo J~ = ZJ[ , se verifica que

i=1

k
2 2
. T m;

E(J*):ij:l

i=

n k
Var(J") = % Z{mlz 2m, +3)— Zmi (2m,; + 3)}
i=1 Jj=1
Si n— o0 ylos m,; permanecen fijos,
J —EWUJ)

Var(J")

45 N(0,1)

Test de Quade: Para el caso de una observacion por celda cuando el numero de
tratamientos k es pequenio, el test de Quade, extension del test de Wilcoxon, es mas
potente que el test de Friedman para testear las hipotesis

Ho: 04 =02=... = 0 VS H4: existe al menos un par (i,j) tal que 6; #
Sea R, =R(X;) elrango de X entre X, ..., X, es decir el rango dentro de su bloque.

Asignaremos por otro lado rangos a los bloques de acuerdo a su “tamafio”:

A, =max (X ;) —min (X ) 1<i<nm

R L2 : 1<j<k
Ordenamos los tamafos de menor a mayor

A(l) < A(z) < <A(”)
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y denominamos (), =rango(A,;) en esta muestra ordenada . Definamos

k+1 <
Sy :Qi(Rij _T] S :;SU

Observemos que Sij representa el tamafio relativo de cada observaciéon dentro del i-ésimo
bloque, ajustado para reflejar la significacion relativa del bloque.

n_k 1 k
Definiendo 4, = >'S: 'y By=—)» S, el estadistico del test de Quade sera
=1 j=1 nja
_ (” - 1)33
' 4, -B,

que, bajo H, tiene distribucion F con (k-1) y (n-1)(k-1) grados de libertad. Por lo tanto, se
rechazara H, si

T. > F

3 (k=1),(n=1)(k-1),0.

El estadistico T;es el estadistico F del analisis de la varianza calculado sobre los S . Si

n—1
A, = B, serechaza H, y el p-valor se iguala a (%,) .

Observemos ademas que, si no hay empates, 4, =n(n+1)2n+1)k(k*> —1)/72.

Observacién: Es importante notar que, para poder aplicar el test de Quade es necesario
que se pueda ranquear los bloques segun su tamano.

Comparaciones multiples: Si se rechaza H,, 6; es significativamente distinto de 6; a
nivel global a si

2n(4; - By)
(n—=1)(k-1)

|S.i - SA1| > t(n—l)(k—l),a/Z

Eficiencia: Sélo se ha estudiado la eficiencia del test de Quade relativa al test F para el
caso k=2, y en este caso coincide con la eficiencia del test de Wilcoxon relativa al test de
t, es decir es 3/r para el caso Normal y nunca es menor que 0.864.

Ejemplo: Siete comercios son seleccionados para una encuesta. En cada uno de ellos se
colocan en stands contiguos 5 marcas diferentes de crema de manos. Al fin de una
semana se registra el numero de envases de crema vendidos, con los siguientes
resultados:
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Los numeros entre paréntesis son los rangos dentro de cada bloque. En la tabla que sigue

Comercio |[Crema A |CremaB [CremaC |[CremaD |[CremaE
1 5(2) 4 (1) 7 (3) 10 (4) 12 (5)

2 1(2.5) 3 (5) 1(2.5) 0(1) 2(4)

3 16 (2) 12 (1) 22 (3.5) 22 (3.5) 35 (5)

4 5(4.5) 4 (2.5) 3(1) 5(4.5) 4 (2.5)

5 10 (3.5) 9 (2) 7 (1) 13 (5) 10 (3.5)
6 19 (2) 18 (1) 28 (3) 37 (4) 58 (5)

7 10 (5) 7 (2.5) 6 (1) 8 (4) 7 (2.5)

se presentan los valores de los tamafos de cada bloque, juntamente con los valores de

k+1
Sij :QI(RU —Tj

Comercio |Tamaifo |[Q; [Crema A [CremaB [CremaC |[CremaD |CremaE
1 8 5 -5 -10 0 5 10

2 3 2 -1 4 -1 -4 2

3 23 6 -6 -12 3 3 12

4 2 1 1.5 -0.5 -2 1.5 -0.5

5 6 4 2 -4 -8 8 2

6 40 7 -7 -14 0 7 14

7 4 3 6 -1.5 -6 3 -1.5

Los valores de S ;obtenidos son

§,=-95,8,=-38,S,=-14,5,=235y S, =38

Finalmente, 4, =1366.5y B, =532.4, entonces

este valor es mayor que F424005 = 2.78 y, por lo tanto se rechaza H,. En la siguiente tabla
se indican con un * aquellas diferencias significativamente diferentes al utilizar un nivel

global 0.05.

6(532.4)

=3.83

37 1366.5-532.4

Crema A

Crema B

Crema C

CremaD

Crema E

Crema A

*

Crema B

*

*

Crema C

*

Crema D

Crema E
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Otra forma de representar el resultado de las comparaciones multiples es indicar cuales
marcas no son significativamente diferentes. Para ello conviene listar los tratamientos
(marcas) en orden creciente de rangos promedio:

B CADE

Disefio en bloques balanceado incompleto

En el disefio en bloques aleatorizado completo cada tratamiento es aplicado al menos una
vez en cada bloque. Sin embargo, a veces ésto es imposible desde el punto de vista
practico. Por ejemplo, si 20 alimentos deben ser probados y ranqueados en orden de
preferencia, a cada juez (bloque) puede resultarle muy dificil ranquear adecuadamente los
20 alimentos. Pero si cada juez probase sélo 5 alimentos y se usasen 4 veces mas
jueces, el ranqueo seria seguramente mas confiable.

En estos casos puede resultar conveniente utilizar un disefio en bloques incompleto
balanceado, el cual debe satisfacer las siguientes condiciones:
e cada bloque contiene k unidades experimentales

e cada tratamiento aparece en r bloques
e cada par de tratamientos aparece conjuntamente igual nimero de veces

Durbin propuso un test de rangos que puede utilizarse en este tipo de disefio y este test
se reduce al test de Friedman si el numero de tratamientos es igual al numero de
unidades experimentales por bloque.

Test de Durbin: Usaremos la siguiente notacién (Conover, pag. 388)

- t: numero de tratamientos

-k : numero de unidades experimentales por bloque (k < t)

- b :ndmero de bloques

- r:numero de veces que aparece cada tratamiento (r < b)

- X : numero de bloques en los cuales aparecen juntos los tratamientos i y j (este
numero es el mismo para todo par de tratamientos)
Sea X, el resultado del tratamiento j en el bloque i, si el tratamiento j aparece en el

bloque iy sea R, =R(X ) el rango de X, dentro de su bloque. Estos rangos toman
valores entre 1y k. Sea la suma de los rangos correspondientes al tratamiento j,

R‘j:;Rij

donde en realidad hay sélo r sumandos (podriamos suponer que los otros rangos toman
el valor 0).
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Supondremos que los bloques son independientes, es decir que los vectores aleatorios
X, =(X,,...X ) son independientes, con distribucién F,(x—0,,..,x—0,)y las hipotesis a

testear son

Ho: 61 =02= ... = 6 Vs H4: existe al menos un par (i,j) tal que 6; # 6;
2 —
Propiedades: E(R;) = % V(R;)= k B !
2 —
ER ) =-rEt! v y=r

Se define el estadistico de Durbin como
12(e-1) Z( r(k+ 1)}
rt(k2 -1)

Si hay empates, es necesario hacer un ajuste. Sean

b bk(k +1)*
2
A= E] EIR C=—4
pure

El estadistico corregido por empates es

(t—l)Z( r(k“)j (t—l){zt:R_zj—rC}

T = =
A-C A-C

La segunda igualdad resulta de observar que en un disefio incompleto balanceado rt = bk.

Bajo H,, T tiene distribucién asintética y? con t —1 grados de libertad y por lo tanto se
rechaza Hosi T> 3., .

Un procedimiento alternativo consiste en calcular el estadistico F del anadlisis de la
varianza sobre los rangos. El estadistico T asi obtenido se relaciona con el estadistico T
en la forma

. T/t—-1)
S (b(k=1)=T)/(bk —b—t+1)




Métodos No Paramétricos I 123
Elena J. Martinez 2do cuat. 2004

Este estadistico tiene distribucion F con (t-1) y (bk-b-t+1) grados de libertad. Esta
aproximacion tiende a dar valores mas proximos a los exactos que la obtenida mediante
la distribucion chi cuadrado.

Comparaciones multiples: Si se rechaza H,, es necesario realizar comparaciones

multiples para identificar los pares significativamente diferentes. Conover sugiere el
siguiente procedimiento. 6; es significativamente distinto de 6; a nivel global a si

1/2
(4A-C)2r T
|R.j - R.i| > piv1ar2 1-
bk—b—t+1\  b(k-1)

que, si no hay empates, se reduce a

12
rk(k +1)
|R.j - R,,-| > tbkbt+l,a/2|:6(bk "y (b(k —1) - T)}

Ejemplo: A cada uno de un grupo de 14 estudiantes se le pidid que clasifique, con
puntajes entre 1 y 4, a 4 definiciones de integracién racial de un grupo total de 8
definiciones, asignando el mayor puntaje (4) a la definicibn que consideraba mas
aproximada a su propia definicién y el menor puntaje (1) a la menos aproximada. Los
resultados obtenidos son los siguientes:

Estudiante Definicion

F C A D H G E B
1 2 1 3 4
2 2 1 3 4
3 1 2 3 4
4 1 2 3 4
5 1 2 3 4
6 1 2 3 4
7 1 3 2 4
8 1 2 3 4
9 2 1 4 3
10 2 1 3 4
11 1 2 3 4
12 1 2 4 3
13 1 3 4
14 1 2 3 4
R; 11 8 12 | 16 | 19 | 21 | 26 | 27

En este ejemplo,

8
4
14

1
> ox -~

7
3
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La hipdtesis nula es que no hay diferencias en los puntajes medianos asignados a las 8
definiciones y la alternativa es que hay al menos un par de definiciones para los cuales los
puntajes medianos son diferentes.

El valor del estadistico, calculado en la forma

12(¢ - 1) Z[ r(k+1)j2 _128-1) (11_ 7(4+1)j2 N +(27_ 7(4+1)j2
rt(k2 -1 2 C(D®)4? -1 2 2

es I'=34.2 y el valor X72,0.05 =14.07 y, por lo tanto se rechaza H,. El p-valor es menor
que 0.001.

A continuacién, se deberian realizar las comparaciones multiples para identificar los pares
significativamente diferentes. Usando el método propuesto por Conover, calculamos

rk(k +1)
35,0.025

STT———y (b(k - 1) —T)} =4.63

y las diferencias significativas son las indicadas con un * en la siguiente tabla:

A/B|C/ D E|F|G

* *

* * *

*| *| *|L

* *

*

* * * * * *

I OMMOO W>
*
*




