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Cadenas de Markov


INTRODUCCION

Consideremos un “sistema” que evoluciona en el tiempo. El “estado” del sistema es observado en instantes discretos que llamamos 0,1,2,... Los estados sucesivos son variables aleatorias discretas (0, (1, (2,... Los valores posibles de (n forman un conjunto finito o numerable In. (0 representa el estado inicial

Pr{(n(In}=1.  n=0,1,2,...

I=
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 (espacio de estados)

Imaginemos que nos encontramos en el instante n y que hemos observado los estados que se presentaron hasta ese momento:

(0=i0 , (1=i1,..., (n=in   ( i0(I0 , i1(I1,..., in(In )



(1)

En estas condiciones nos preguntamos cual es la probabilidad que (n+1 tome algun valor especifico de In+1. En general dicha probabilidad puede depender de todos los valores observados (1). Pero diremos que {(n} es una cadena de Markov si la distribucion de (n+1 solo depende del valor presente, es decir, el ultimo observado (n=in. Dicho de otra manera, el futuro del sistema depende de su estado actual y no de su historia.

Definicion

Sea (n (n=0,1,2...) una sucesion de variables aleatorias discretas con posibles valores del conjunto I=
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. La llamamos cadena de Markov si para n(2 y i0, i1,..., in, in+1 (I

P{ (n+1=in+1((0 = i0, (1=i1, ..., (=in }= P{(n+1=in+1((n=in}

Supuesto que esta definido el primer miembro(
Como corolario de esta definicion tambien se deduce la siguiente propiedad:

Sean 0(t0<t1 <...<tn < ... una secuencia de tiempos. Si n(2 and i0,i1,...,in(I se tiene
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Ejemplo (Paseo al azar)

Una particula parte del origen y se mueve una unidad hacia izquierda o derecha con probabilidad q y p respectivamente. Sea (n la posición de la particula despues de n pasos.

I={0, (1, (2,...}

Ejemplo

Se tienen m cajas y se dispone de infinitas bolillas. Se elije al azar una caja y se pone una bolilla y esto se repite indefinidamente. Sea (n el numero de cajas ocupadas despues de haber colocado n bolillas. 

I0 = {0}, I1={1}, I2={1,2},... I={0,1,2,...,m}

Notacion

P​i(0) = P{(0=i}  (i(I)  la llamaremos distribucion inicial

Pj(n)=P{(n=j} n=0,1,2,... distribucion despues de n transiciones

P{(n+1=j((n=i} (i,j(I)  la llamaremos probabilidad de transicion.
Nos limitaremos al caso en que la probabilidad de transicion no depende de n.

pij  = P
{(n+1=j((n=i}= (i,j(I)

Con frecuencia sera el caso que I=1,2,... o bien I=0,1,2,... 

(= (pij( la llamaremos matriz de probabilidad de transicion.

Ejemplo (Paseo al azar con barreras)

Una particula se mueve, a partir del origen, sobre la recta entre 0 y m. En cada movimiento salta a la derecha o a la izquierda una unidad con probabilidad p y q respectivamente. Si el movimiento la lleva a 0 se mueve a 1 con probabilidad uno. Si el movimiento la lleva a m se mueve a  m-1 con probabilidad uno. I= {0,1,2,...,m}. La matriz ( es de m+1(m+1
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Queremos ver ahora que la distribucion luego de n transiciones Pj (n) queda determinada por la distribucion inicial Pj(0) y las pij (i,j(I)

Definicion

Definimos por recursion pik(n)  (i,k(I)

pik(0)=(ik , 

pik(1)=pik ,  

pik(n+1) = (k(I  pij(n)pjk  (n=2,3,...)

Observamos que si I es finita (pij(n)( es el elemento (i,j) de la potencia (n

Teorema 1

pik(n) = P{(m+n =k((m=i} 

Demostracion

Por definicion pik= P{(m+1 =k((m=i}

La demostracion es por induccion. 

Supuesto cierto que 

P{(m+n =k((m=i}=pik(n)

Por el teorema de probabilidad total

P{(m+n+1 =k((m=i}

=(j(I P{(m+n=j , (m+n+1=k((m=i}

=(j(IP{(m+n=j((m=i}P{(m+n+1=k((m=i, (m+n=j}

Por la propiedad Markoviana

=(j(IP{(m+n=j((m=i}P{(m+n+1=k((m+n=j}

=(j(I pij(n) pjk = pik(n+1)(
Corolario:

Sea P(0)=(Pi(0)) la distribucion inicial y P(n)=(Pk(n)) la distribucion despues de n transiciones. Entonces P(n)= P(0) (n. En efecto,

Pk(n)=  P{(n=k} = (i P{(0=i}P{(n=k((0=i}= (iPi(0)pik(n)

Clasificacion de los estados de una cadena de Markov

Sea (0=j entonces {(n=j} representa un retorno a j en el tiempo n. Observamos que este es un evento recurrente en el sentido definido en 31. Utilizando el vocabulario de la seccion 31 definimos para cada j(I

Definiciones

Supuesto que P{(0=j}=1

fj(n)= probabilidad que el primer retorno a j ocurra en el tiempo n.

pjj(n)= fj(1) pjj(n-1) +fj(2) pjj(n-2) +...+ fj(n) pjj(0) = prob que haya un retorno a j en el tiempo n.

fj = fj(1) + fj(2) + ... = prob que el sistema retorne a j por lo menos una vez.

Si fj= 1 definimos (j= ( jfj  = tiempo medio de recurrencia del estado j

El estado j lo llamamos 
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Si fj=1 al estado j lo llamamos
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tj= mcd{n:pjj(n)>0}=mcd{n:fj(n)>0}= periodo del estado j.
  (
De la teoria de eventos recurrentes recordamos los siguientes teoremas:

Si (n pjj(n)<(  j es transitorio y  fj= ((n pjj(n)) / (1+((n pjj(n))

Si (n pjj(n)=(  j es persistente y fj =1

Si fj=1 
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Si fj<1  lim pjj(n)=0

Definicion

Si existe n>0 tal que pij(n)>0 decimos que podemos acceder a j desde i. Si ocurre tambien a la inversa decimos que i y j se comunican. La relacion “comunicarse” divide a I en clases de equivalencia. Usaremos la notacion

C(i)= clase que contiene al estado i

Teorema 2

Los estados de una clase tienen el mismo periodo.

Demostracion

j(C(i) ( existe n y m tales que pij(m)>0 y pji(n)>0

Basta mostrar que si ti(s entonces tj(s 

ti(s sii pii(s)>0 ( pjj(m+ks+n)(pji(m) [pii(s)]k  pij(n) >0  para k=0,1,..

Asi que m+n y m+n+s son divisibles por tj ( tj(s (
Teorema 3

Las siguientes propiedades son compartidas por los estados de una misma clase

1) Si fi=1 ( fj=1  j(C(i). 

2) Si fi=1 y (i<( ( fj=1 y (j<(  j(C(i).

Demostración

1) Supongamos que fi =1. 

Elijamos m y n tales que pji(m)>0 y pij(n)>0 . Podemos escribir

pjj(m+s+n)(pji(m) pii(s)  pij(n) ( pjj(m+s+n)( c pii(s)  (c>0)

Sumemos sobre s. Como fi=1 ((s pii(s)=(  resulta que (s pjj (s)=( ( fj=1

2) El periodo de i y j son iguales. Sea t

pjj(m+s+n)(c pii(s) >0 (c>0)

Tomemos s multiplo del periodo s=(t. Observemos que m+(s+n es tambien multiplo de t. Hagamos (((
t/(j ( c t/(i

Asi si (i<( resulta (j<( (
Definicion

A(I is cerrada si (j(A pij=1 para todo i(A. (se sigue que (j(A pij(n) =1 para todo i(A)

Nota  Intuitivamente, A es cerrada si el sistema al ingresar a un estado de A permanecera en A para siempre.

Teorema 4

Si i es persistente entonces C(i) es cerrada. Ademas C(i) es minimal, es decir, ningun subconjunto propio de A es cerrado.

Demostracion

1) Sea j(C(i) mostramos que pij(n)=0  n=1,2,...

Supongamos que pij(n)>0 para algun n. Entonces no puede ser que pji(m)=0 para todo m porque existiria una probabilidad positiva de no volver nunca a i que es persistente. Por lo tanto, i y j se comunican lo que es una contradiccion.

2) Sea A(C(i). Entonces i(A. Si A es cerrado (j(A pij (n)=1. Si k(C(i)\A debe ser pik(n)=0 para todo n lo que es una contradiccion porque k se comunica con i. (
COMPORTAMIENTO LIMITE
Por lo visto deducimos que los estados de una cadena se dividen en clases, que las clases persistentes son cerradas y se ve, con un ejemplo, que de una clase transitoria podria pasarse a otra clase transitoria o a otra clase persistente. Nos interesara ahora estudiar dos problemas: 1) Supuesto que el sistema se encuentra en una clase persistente que ocurre cuando n((. 2) Supuesto que el sistema parte de un estado transitorio, cual es la probabilidad que permanezca en el mismo y cual es la probabilidad que el sistema sea capturado por una clase persistente.

Definiciones

Cadena irreducible

Decimos que una cadena es irreducible si i,j(I ( ( n tal que pij(n)>0

Cadena ergodica

Una cadena la llamamos ergodica si es irreducible 

y existe limn(( Pj(n)= Pj , (Pj=1 y no depende de Pj(0). Llamamos a Pj distribucion limite.

Distribución estacionaria

{Pj*, j(I} la llamamos distribucion estacionaria si P{(0=j}= Pj* implica P{(n=j}= Pj* n=1,2,... Escrito de otra manera, debemos tener que Pj(0)=Pj* j(I ( Pj(n)= Pj* (n=1,2,...) 

Esto es equivalente a que las  Pj*(0 satisfagan el siguiente sistema de ecuaciones.


Pk*= (i(I Pi*pik  (k(I)


(kPk* = 1

Nota

Como Pj (n+1)= (i(IPi(n) pij , si la cadena es ergodica la distrib. limite Pj es estacionaria.

Teorema 5  (Cadena irreducible y aperiodica)

A. Supongamos que la cadena es irreducible y aperiodica y sus estados son persistentes no nulos entonces existe la distribucion limite

Pj= limn(( Pj(n)







(2)

es independiente de la distribucion inicial Pj(0) y esta univocamente dada por el sistema 

(i(I Pipik =Pk (k(I),  







(3a)

(kPk = 1. 








(3b)

La distribucion estacionaria es unica y coincide con la distribucion limite.

B. Por otra parte si la cadena es irreducible (aperiodica o periodica) pero los estados son transitorios o son persistentes nulos entonces 

limn(( Pj(n)=0 







(4)

y no existe distribucion estacionaria.

Demostracion de A

La demostracion requiere de varios pasos. 

1) Demostremos que limn(( pij(n)= 1/(j
Sabemos que lim pjj(n)= 1/(j
Definamos fij(m)= P{primer paso por j en el tiempo m((0}

Como j es persistente ((m=1 fij(m) =1. Ademas tenemos

pij(n)=(nm=1 fij(m)pjj(n-m)
pij(n)( (Nm=1 fij(m)pjj(n-m) + (nm=N+1 fij(m)( (Nm=1 fij(m)pjj(n-m) + ((m=N+1 fij(m)
limsupn((  pij(n)( (1/(j) (Nm=1 fij(m) + ((m=N+1 fij(m)
Cuando N((
limsupn((  pij(n)( (1/(j)

Por otra parte, elijamos N<n tal que (Nk=1 fij(k) > 1-(
pij(n)( (Nm=1 fij(m)pjj(n-m) ( 
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liminfn(( pij(n)( (1/(j)

Por lo tanto, 

limsupn((  pij(n)((1/(j) (liminfn(( pij(n) ( lim pij(n)= (1/(j)

Asi que existe lim pij(n)=Pj>0  (llamando Pj=1/(j) 

Ahora

Pj(n)=(i(IPi(0)pij(n)
Podemos tomar el limite dentro de ( porque (iPi (0) es convergente (=1)

limn(( Pj(n)= Pj

Esto demuestra (2) pero todavia tenemos que mostrar que Pj es una distribucion, es decir, que (Pj=1.

2) Antes de continuar con el hilo de la demostracion probamos un resultado auxiliar que sirve en 3). Se trata de ver que (pi es convergente. Mas aun (Pi(1

1=(j(I pij(n)((j(F pij(n) donde F es cualquier subconjunto finito de I. Hacemos n(( y resulta (j(F Pj ( 1 ( (j(I Pj (1

3) Ahora demostramos que Pi satisface el sistema (3). Tenemos 

pik(n+1)= (j(I pij(n)pjk ( (j(F pij(n)pjk  (F es finito contenido en I). Cuando n((
Pk((j(F Pj pjk ( Pk((j(I Pj pjk

Sumando respecto de k

(k(I Pk ((k(I (j(I Pj pjk=(jPj((k(I Pk = (k(I ( (j(I Pj pjk )( 

Pk =(j(I Pj pjk   k(I

Es decir, Pk satisface (3 a). Veamos que (Pk=1. Multiplicando (3 a) por pkr y sumando
Pr= (k Pkpkr = (k(I (j(I Pj pjk pkr   r(I

Como la suma es de terminos no negativos podemos intercambiar la suma en la derecha:

Pr = (j(I Pj pjr(2). Deducimos que 

Pr = (j(I Pj pjr(n).

La serie de la derecha es uniformente convergente porque (j(IPj(1 por 2). Podemos tomar n(( dentro del signo (
Pr= (j(I Pj Pr.

Pero Pr>0. Resulta (3b)

(j(I Pj= 1

4) Veamos que (3) tiene solucion unica. Supongamos que Qk satisfaciera

Qk(0  (Qk=1 y Qk= (iQipik
Usando un argumento similar a 3) resulta

Qk= (iQipik(n) ( Qk= Pk(iQi ( Qk=Pk

5) Por definicion la solucion de (3) es una distribucion estacionaria. Asi que la distribucion estacionaria es unica y es igual a la distribucion limite.

Demostracion de B

Sabemos que limn pjj(n)=0 si la clase es persistente nula o transitoria. Queremos ver que limpij(n)=0. Tenemos que

pij(n)= (m=1m=n fij(m)pjj (n-m) ( (m=1m=N fij(m) pjj(n-m) + (m=N+1m=( fij(m)
Cuando n((
limsupn pij(n)( (m=N+1m=( fij(m)
Pero la serie de la derecha es convergente y su cola tiende a 0. Cuando N((
lim pij(n) =limsup pij(n) =0

Ahora Pj(n)= (i(I Pi (0) pij(n). Se deduce que limn Pj(n) = 0, es decir, no existe distribucion limite.

Por otra parte si Pk*=(Pi*pik  resultaria Pk*=(Pi*pik(n) ( Pk*=0, es decir, no existe distribucion estacionaria. (
Corolario (Markov)

Si la cadena es irreducible, aperiodica y finita entonces es ergodica.

Demostracion

Por el teorema si la cadena es irreducible y aperiodica hay solo dos casos: 

a) limn pij(n)>0 para todo par ij

b) limn pij(n)=0 para todo par ij

Como (j(I pij(n)=1 llegariamos a una contradiccion si el caso fuera b)(
Consideremos ahora una cadena que no es irreducible. Entonces las clases podran contener  estados persistentes y transitorios. Sea C1, C2,... las clases persistentes y sea T el conjunto de estados transitorios. Estamos interesados en hallar

1) limn pij si i(T y j(T

2) limn pij si i(T y j(Ci




1) Veamos que limn pij=0 si i(T y j(T

Si j(T  lim pjj(n)=0 porque (n pjj(n)<(. Por otra parte tenemos:

pij(n)= (nm=1 fij(m) pjj(n-m) ( (Nm=1fij(m) pjj(n-m) + ((m=N+1 fij(m)

Cuando n((
limsupn pijn( ((m=N+1 fij(m)

cuando N((
limsup pijn =0 ( lim pijn=0

2) i(T y j es persistente y sea C la clase a la cual pertenece j. Definamos

(i= P{partiendo de i el sistema es capturado por la clase C}

Llamamos a (i probabilidad de absorcion. Queremos calcular (i para todo i transitorio y toda clase C persistente.

Llamemos 

(i(n)= P{partiendo de i el sistema es capturado por C en el tiempo n}. Claramente

(i= ((n=1 (i(n)
Por otra parte

(i(1)= (j(C pij
 i(T

(i(n+1)=(j(T pij (j(n) i(T

Se deduce,

(i= (j(C pij + (n=1( (j(T pij(j(n)= (j(C pij +  (j(T pij (n=1( (j(n)   i(T

Por lo tanto,

(i= (j(C pij +  (j(T pij (j  i(T






(5)

Este es un sistema lineal en las incognitas (i  i(T. 

Teorema 6

Sea (i (i(T) la probabilidad que la cadena sea capturada por la clase persistente C partiendo del estado transitorio i. Entonces (i es la solucion minimal de (5). Es decir si xi es otra solucion no negativa de (5) se tiene que (i(xi

Demostracion

xi= (j(C pij +  (j(T pij xj  i(T


xi( (j(C pij = (i(1)

xi( (i(1) + (j(T  pij (j(1) = (i(1)+ (i(2)(...((i
(
Teorema 7

Si la clase de estados transitorios T es finita entonces la solucion de (5) es unica.

Demostracion

Sean xi e yi dos soluciones de (5). Definamos zi=yi-xi. Entonces 

zi= (j(T pij zj    i(T







(6)

Queremos mostrar que z=0. Supongamos que no y llamemos m=max{zi}. Sin restar generalidad sea m>0. Sea R={r: zr=m, r(T}. Entonces

zr= m(j(R pij + (j(T-R pij zj   r(R  (  1= (j(R pij + (j(T-R pij (zj/m)

Si algun pij (j(T-R) fuera positivo tendriamos 1<(j(T pij lo que es absurdo. Por lo tanto,

1= (j(R pij  i(R ( 1=(j(R pij(n). Como i,j son transitorios pij(n)(0 y hemos llegado a una contradiccion. (
Ejemplo Paseo al azar

I={0,1,2,...}

p00=1

pi,i+1 =p  pi, i-1 =q  i=1,2,... 0<p<1  (p+q=1)

Observamos que 0 es un estado persistente porque p00(n)=1 ( (np00(n)=(
Partiendo del estado i>0 en i pasos podemos ir a 0  con probabilidad qi>0. Por lo tanto la probabilidad f​i  de volver i es menor que i. Es decir i es transitorio.

Sea (i (i=1,2,...) la probabilidad de partir del estado i y ser absorbido por el estado 0. En este caso (5) se traduce en 

(1= p10+p12(2

(i = pi,i-1(i-1 + p(i+1 (i=2,3,...)






(7)

(7) es tambien valido para i=1 si agregamos la condicion inicial (0=1

La ecuacion a diferencia (7) tiene como solucion general

(i= 1+ Bi  si p=q

(i= (1-B) + B(q/p)i  si p (q

Como la solucion buscada es no negativa debe ser B(0

Si p=q la solucion minimal es para B=0 o sea (i=1 (i=1,2,...)

Si q>p la solucion minimal es para B=0 o sea (i=1 (i=1,2,...)

Si q<p la solucion minimal es para B=1 o sea (i = (q/p)i (i=1,2,...)

Ejercicio

Sea el espacio I={0,1,2,...} con probabilidades de transicion

a) pi,i+1 = 1/(i+1)  i=1,2,,...

    pi,i-1 =  i/(i+1)  i=1,2,...

    p00 = 1

Hallar limn(( pij(n)
b) idem pero

 pi,i+1 = i/(i-1)  i=1,2,,...

pi,i-1 =  1/(i+1)  i=1,2,...

Sea T el conjunto de estados transitorios de una cadena de Markov. Llamamos

qi= partiendo del estado transitorio i el sistema se quedara en T

(8)

qi(n)= partiendo de i(T en el tiempo n esta en T

qi(n+1)=  (j(T pijqj(n)  i(T

qi(n) es decreciente y limn qi(n)= qi. Se deduce que

qi= (j(T pij qj
 (i(T)







(9)

Teorema 8

qi es la solucion maximal de (9) acotada por 1. Es decir, si {xi} es una solucion de (9) tal que xi(1 i(T entonces xi(qi

Demostracion
Por hipotesis xi=(j(T pij xj ( (j(T pij = qi(1) ( xi( qi(1) 

xi((j(T pij qi(1)=qi(2) . En general xi (qi(n) ( xi ( qi (
Corolario

Si T es finito entonces qi=0 (i(T)

Demostracion

Habiamos visto que (6) tiene solo la solucion z=0 (
Ejemplo

Una particula se mueve sobre las abcisas enteras 0,1,2,... de manera que pi,i+1=p (0<p<1) y pi,i-1=q y p00=1. Se advierte que el estado 0 es persistente y los demas transitorios. Sea qi definido por (8). Resulta

qi = qqi-1 + pqi+1 (i=1,2,...)  q0=0

La solucion general de esta ecuacion a diferencia finita es

qi= A+B(q/p)i  si p(q  (A+B=0)

qi= A + Bi   si p=q

Se obtiene

qi = 1 – (q/p)i   (si q<p)

qi = 0  (q(p)




      T
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C2








� note que pjj(n)  >0( n es divisible por tj


 


�  a(b significa que a divide a b
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