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Eventos Recurrentes


La teoria de eventos recurrentes la necesitaremos en la próxima sección para la teoria de las cadenas de Markov. Comencemos con dos ejemplos.

Paseo al azar

Imaginemos que una particula parte del origen, (o=0, y se mueve sobre un eje de abcisas una unidad a la derecha o izquierda segun sale cara o seca al tirarse una moneda. Sea (n su abcisa despues de n pasos.  Consideremos los eventos An= {(n=0} es decir, despues de n pasos la particula vuelve al origen. Nos referiremos a tales eventos como recurrentes y la propiedad que nos interesa hacer notar es que cada vez que ocurren “el proceso empieza de nuevo”.( 

Corridas de longitud r

Sea ahora An al evento que en n tiradas de una moneda las ultimas r tiradas salieron caras y en la tirada n-r salio seca, o bien en la tirada n-r ocurrio An-r. El siguiente ejemplo ilustra el caso para r = 3
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EVENTOS RECURRENTES

Consideraremos la siguiente situacion. Se realiza una sucesion indefinida de ensayos aleatorios. Cada sucesion finita puede o no poseer una dada propiedad o atributo (volver al origen en el ejemplo de arriba). A esta propiedad la llamaremos evento recurrente (abusando de la definicion de evento) y la denotaremos E y escribiremos An = { E ocurre en el enesimo ensayo} si la siguiente condicion de empezar todo de nuevo se cumple: 

Definicion

Sea E un atributo definido para sucesiones finitas de una sucesion de ensayos aleatorios. Diremos que E es un evento recurrente si An= "E ocurre en el ensayo n" satisface para cualquier n  y cualesquiera 1( n1 ( n2 ( ... ( nk  (k=1,2,...)
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Notacion

un= P(An)  (n=0,1,2,...)   donde uo=1

u=(un

fn= P(E ocurre por primera vez en el ensayo n)=P(A1c A2c ... An-1c An)  (n=1,2,...)

f=(fn

(k = numero de ensayos hasta la kma ocurrencia de E  ((0=0) 
(k= (k-(k-1 (k=1,2,3...) = tiempo entre ocurrencias de E
Observemos que las variables (k son independientes y que P((k=n)=fn
Si f=1 (k es una variable aleatoria. Puede darse que f=(fn<1, es decir que haya una probabilidad positiva 1-f que E no ocurra nunca..

Definicion

Si f=1 diremos que E es persistente. Si f<1 diremos que E es transitorio.

Observemos que en el ejemplo del paseo al azar el evento de volver al origen solo puede ocurrir en un numero par de pasos por lo cual un=0 si n es impar. En este caso decimos que E tiene periodo 2. Sentemos la siguiente definicion en general

Definicion

Si E solo puede ocurrir en los pasos t, 2t, 3t,... y t es el mayor número con esta propiedad, decimos que E tiene periodo t.

Note que un=0 si n no es divisible por t  por lo cual la siguiente definicion es equivalente a la anterior

t=mcd{n: un>0}

Nota  Cuando t=1 decimos que E es aperiodico.

Relacion entre un y fn

Observemos que P(An) puede expresarse de la siguiente forma:

P(An) = P(A1 )P(An-1)+P(A1cA2)P(An-2)+...+ P(A1cA2c...An-1c An ) o sea
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Consideremos las funciones generatrices 

U(z)=
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Resulta
U(z) =
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Si F(1)=1 debemos tener U(1)=( lo que sugiere la validez del siguiente

Teorema 1

Si (un es divergente entonces f =1 (E es persistente). Si u =(un es convergente entonces f<1 y  f = (u-1)/u  (E es transitorio)

Demostracion:

Teniendo en cuenta la relacion (1)
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Esta desigualdad puede verse con un ejemplo. Verlo para N=3. 


[image: image7.wmf]å

å

£

å

£

å

å

=

=

=

=

=

N

n

N

n

N

j

N

n

N

n

n

u

n

u

j

f

n

u

n

u

0

2

1

1

0

1


Si u=( el primer miembro de la desigualdad tiende a 1 cuando n(( asi que f=1. Si u es finito el primer y tercer miembro de la desigualdad tienden a (u-1)/u(
Nota

Si definimos la variable indicadora (k=1 si Ak ocurre y (k=0 si Ak no ocurre , se tiene E((k)=uk. Entonces el numero esperado de veces que ocurre E en n pasos esta dado por u1+...+un . Por la tanto esta justificado decir que E es transitorio si u<( porque el numero esperado de ocurrencias en “infinitos pasos” es solo finito. El siguiente teorema precisa esta cuestion.

Teorema 2

1) Si u<( entonces E ocurre solo un numero finito de veces con probabilidad uno. 2) Si u=( entonces E ocurre infinitas veces con probabilidad uno.

Demostración

Llamemos  A*= {An ocurre para infinitos n}=
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1) Por el lema de Borel Cantelli u=(P(An)<(  implica que P(A*)=0

2) Supongamos ahora que u=( y, por lo tanto, f=1

A1+A2+A3+...= A1+A1cA2+A1cA2cA3+...

P(A1+A2+A3+...) = f 1+f2+f3 +...=1





(3)

Por otra parte

P(An+(An+1+An+2+...)) = P(An ) + P(An+1+An+2+...) – P(An(An+1+An+2+...)) 
Pero An es recurrente asi que P(An(An+1+An+2+...))= P(An)P(A1+A2+...) 

Asi que usando (3)

P(An+An+1+An+2+...)= P(An+1+An+2+...) ( P(An+An+1+An+2+...) = 1

Por el teorema de continuidad de P,  P(A*)=lim P(An+An+1+An+2+...)= 1(
Definicion

Si f=1 entonces (k es una variable aleatoria. 

(=( n fn  es la esperanza de (k y la llamamos tiempo medio de recurrencia.

Consideremos algunos ejemplos de eventos persistentes y transitorios.

Paseo al azar

u2n = 
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(4)

Aplicando la formula de Stirling  
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por lo que (un=( . Por tanto, el retorno al origen es persistente

Ejercicio 31.1 (Paseo asimetrico en la recta)

Supongamos que la particula partiendo del origen se mueve una unidad a la derecha con prob p y a la izquierda con prob q y p(q. Demostrar que el retorno al origen es transitorio.

Paseo simetrico en el plano

Imaginemos ahora una particula que se mueve al azar sobre el plano de forma que su abcisa y ordenada son enteros y en cada paso realiza un salto unitario en una de las posibles cuatro direcciones: derecha, izquierda, arriba y abajo con igual probabilidad, es decir ¼. Sea u2n la prob que partiendo del origen retorne al mismo en 2n pasos. (un=0 si n es impar).

Para retornar al origen debera moverse j unidades hacia la derecha, j hacia la izquierda y k unidades hacia arriba y k hacia abajo tal que 2j+2k=2n. Usando la distribucion multinomial:

u2n = 
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Pero la suma del 3er miembro es igual 
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u2n = [
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Comparando con (4)-(5) vemos que u2n(1/(n. Por lo tanto el retorno al origen en el plano es persistente.

Paseo simetrico en el espacio

Imaginemos una particula que se mueve al azar en el espacio de forma que su coordenadas son enteros y en cada paso realiza un salto unitario en una de las posibles seis direcciones con igual probabilidad 1/6. 
El retorno al origen es transitorio. Ver Feller Vol.1

Ejercicio 31.2  (Corridas)

Considere las corridas de longitud r. Es aperiodico este evento? Mostrar que es persistente verificando que F(1)=1. Hallar ( el tiempo medio de recurrencia.

Ejercicio 31.3

Se supone que los mosaicos de la figura se extienden a todo el plano. Una particula parte de un vertice dado y se mueve a uno de los 3 vertices contiguos con probabilidad 1/3 y asi sucesivamente. Hallar la probabilidad de que retorne al vertice inicial infinitas veces.

 


Nota

Imaginemos que cada vez que se quema una lamparita la cambiamos. Sea (k la duracion en horas de la lamparita kesima. Suponemos que las {(k} son variables aleatorias discretas mutuamente independientes e igualmente distribuidas. Entonces el quemarse una lamparita es un evento recurrente. Sea (=E((k). Sea un la probabilidad que se queme la lamparita en la hora n. Como una lamparita se quema cada ( horas en promedio parece razonable que para n grande tengamos un(1/(. El siguiente teorema precisa esta idea intuitiva.

Teorema 3

a) Si E es persistente y aperiodico (t=1) entonces un(1/(   (=0 si (=()

b) Si E es persistente y su periodo es t entonces  unt ( t/( (=0 si (=()

c) Si E es transitorio entonces un ( 0

c) es obvio ya que (un<( implica que un(0

Demostramos mas abajo a) y luego b) resultara como corolario

Como preparacion para demostrar este teorema necesitamos algunos resultados previos que reunimos en los siguiente lema. 

Lema 1

Sea fn n=1,2,... una sucesion de numeros no negativos y (fn=1. Definamos

rn= fn+1 + fn+2 + ... n=0,1,2,...

un = f1un-1+ f2un-2+...fnu0   n=1,2,...  (u0=1)




(6)

Entonces

1) r0+r1+r2+... = f1+2f2+3f3+...





(7)

2) 0(un(1








(8)

3) r0un + r1un-1 +...+ rnu0 = 1






(9)

Demostracion

1) (rn = (n (k=n+1 fk . Invirtiendo el orden de la suma resulta (7)

2) De la definicion de un , por induccion, resulta (8)

3) De la definicion de un y rn tenemos

r0un= (r0-r1)un-1 + ... + (rn-1-rn)u0 ( 

r0un + ... + rnu0 = r0un-1 + ... + rn-1u0 = ... = r0u0 = 1 (
Nota  Adviertase que no se excluye el caso que la serie (7) sea divergente.

Demostracion del teorema 3

Bajo las hipotesis del lema 1 demostraremos que un(1/( si mcd{j:fj>0}=1

y donde (=(nf​n. Se hace la demostracion en dos partes.

Primera parte de la demostracion

Llamemos ( y ( el limite inf y lim sup de un respectivamente. Ambos son finitos por (8) . Sea u( (( = n1, n2 , ...) una subsucesion de un (n=0,1,2,...) tal que 

lim u(=(
La dificultad de la demostracion esta en verificar que se tiene

lim(((  u(-k =( si k fijo es mayor o igual a un cierto k0

(10)

Admitiremos esto y luego lo demostraremos en la segunda parte. 

Sea N un entero positivo y k un entero mayor que k0. Tenemos por (9)

r0u(-k + r1u(-k-1 +...+ rNu(-k-N (1 si ((k+N.

Haciendo (((
( ( r0 + r1+ r2 + ...+ rN )(1 

Si (= r0 + r1+ r2 + ...=( entonces  (=0 lo que implica que lim un=lim sup un=0 y el teorema esta demostrado. 

Si (< ( entonces

lim sup un ( 1/(







(11)

Demostramos a continuacion que lim inf un(1/(. Consideremos una subsucesion de {un} que tienda a (
lim u( = (
Afirmamos que (10) es cierto tambien para ( en lugar de (. Entonces por (9)

r0u(-k + r1u(-k-1 +...+ rNu(-k-N + (j>N rj ( 1

Haciendo (((
( ( r0 + r1+ r2 + ...+ rN )+ (j>N rj (1 

La cola de la serie (rj (=(<() tiende a cero con N(( y resulta

(((1 ( lim inf un ( 1/(






(12)

(11) y (12) demuestran el teorema para el caso en que (<( (
La segunda parte de la demostracion requiere del siguiente resultado de teoria de números que no demostramos.

Lema 2

Sean a,b,...,m numeros naturales tal que mcd (a,b,,...,m) = 1 entonces existen enteros no negativos  x,y,...,z  tal que k=ax+by+...+mz para todo k tal que k(ab...m.

Segunda parte de la demostracion

Sea u( (( = n1, n2 , ...) una subsucesion de un (n=0,1,2,...) tal que

lim u(=(= lim sup un
Sean fa>0, fb>0, ...,fm >0  y mcd{a,b,...,m}=1

La segunda parte quedara demostrada si conseguimos demostrar que si fj >0

entonces lim( u(-j =(. En efecto, aplicando el mismo argumento a la subsucesion u(-j obtenemos lim( u(-2j = ...=lim( u(-xj=( donde x es un natural. Se sigue que

lim( u(-xa-yb-...-zm= (. Asi que lim( u(-k=( si k(ab...m por el lema 2. 

Por lo tanto resta demostrar que fj>0 implica lim( u(-j =(. De hecho mostramos que f1>0 implica que lim( u(-1 =(. Dejamos como ejercicio demostrarlo para j.

De (6):

u(= f1u(-1+
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Considerando lim cuando ((( y teniendo en cuenta que lim inf (liminf+limsup

lim inf u( ( f1 lim inf u(-1 + lim sup
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Pero (=lim u(= lim inf u(. Ademas lim sup u(-i ( lim sup un=(. Se deduce

( ( f1 lim inf u(-1 + (
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(13)

Por otra parte

lim sup u(-1 ( lim sup un = (






(14)

De (13) y (14) resulta que lim u(-1 = (
Esto completa la demostracion(
Supongamos ahora que el periodo es t(2. Definamos u(n= unt y f(n=fnt. Entonces u(n y f(n satisfacen las condiciones del teorema para el caso aperiodico. De manera que tenemos lim u(n = 1/(nf(n.  Pero (nt fnt= (. Asi que lim unt = t/(
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