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Procesos Estocasticos
Nociones deProbabilidades


capitulo I

Probabilidad

Dado un ensayo aleatorio llamaremos espacio muestral ( al conjunto de eventos simples. Por ejemplo:

(1) Tirar un dado,  (({1,2,3,4,5,6}

(2) Tirar 2 dados, (({(1,1), (1,2),..., (5,6), (6,6)}

(3) Elegir un punto al azar en [0,1], (({x: 0(x(1}

Llamaremos evento a un subconjunto de (. Por ejemplo:

(1) A( “El número es par” ( {2,4,6}

(2) B( “La suma es 10” ( {(4,6), (5,5),(6,4)}

(3) C( {x: 0(x(1/2}

Probabilidad de un evento (motivación empírica). Repitamos un ensayo n veces y supongamos que un evento A del mismo aparece kn veces. Sea:

fn(kn/n( frecuencia relativa de A en n ensayos.

Es un hecho empírico que fn  tiende a un número fijo.  A este número lo llamamos probabilidad del evento A.

1.  Relaciones entre eventos 
(( espacio muestral( un conjunto.

Evento A( subconjunto de (
0( evento imposible (nunca ocurre)

(( evento cierto (siempre ocurre)

Como los eventos son conjuntos, valen para ellos las mismas operaciones y relaciones de los conjuntos pero se usan para ellas un lenguaje peculiar a la teoría de probabilidades:

(1) Si A(B decimos que la ocurrencia de A implica la ocurrencia de B

(2) Si A(B ( B(A ( A(B.

(3) Ac ( A no ocurre.

      0c ( (,  (c ( 0, Ac c ( A, A(B( Bc(Ac
(4) A(B ( A ocurre o B ocurre o ambos ocurren ( Por lo menos uno de los eventos ocurre.

     A(B=B(A, A(0(A, A((((, A((B(C)((A(B)(C(A(B(C.

     Dados A1,A2,A3,... escribimos (Ai ( Por lo menos uno ocurre.

(5) AB( A y B ocurren simultáneamente.

     A0(0, AA(A, A(=A, AB(BA, (AB)C(A(BC)(ABC.

(Ai ( Ocurrencia simultánea de A1,A2,A3,...

(6) Leyes distributivas: (A(B)C(AC(BC,

 (7) A(B( A ocurre y B no ocurre( ABc

     A(B( B(A, (A(B)(B( A, (A(B)C(AC(BC, ((A( (Ac( Ac.

(8) A(B( (A(B)((B(A)( ABc(AcB ( Ocurre exactamente uno de los eventos. 
              A   

 Ac

   A(B

    A(B
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A(B( Por lo menos uno de los dos eventos ocurre.  AB( Ambos eventos ocurren

AcBc( Ninguno ocurre     ABc(AcB( Exactamente uno de los eventos ocurre.

(A(B)c ( Ac B c, (AB)c ( Ac (Bc   (Relaciones de De Morgan ).

A(B(C( Por lo menos uno ocurre.  ABC( Los tres ocurren.

Ac BcCc ( Ninguno ocurre.

A BcCc ( Ac B Cc  (Ac BcC ( Exactamente uno ocurre.  
ABCc ( ABcC ( Ac BC ( Exactamente dos ocurren.

AB ( BC( AC ( Por lo menos 2 ocurren.

Designemos mediante B a una familia de subconjuntos de (. . Decimos que B  es una algebra si es cerrada bajo un número finito de operaciones de conjuntos. Más precisamente, (1) A( B ( 

 Ac( B (2) A,B( B ( A(B(B.  Se deduce que AB, A(B y A(B pertenecen a B.

Decimos que B es una ((algebra si es cerrada bajo un número infinito contable de operaciones de conjuntos. Mas precisamente: (1) A( B ( Ac( B (2) An(B( (An( B. En particular, se deduce que si An(B ( (An(B.

Un ejemplo de un algebra que también es ((algebra es la familia de todos los subconjuntos de  (.

2.  Sistema de axiomas 
Dado un espacio muestral  ( y una familia de eventos B ({ A(}, A(((, queremos asociar a cada evento A( un número P(A(), probabilidad de A( , que satisfaga las propiedades sugeridas por la frecuencia relativa empírica. Primero consideraremos el caso en que ( es finito.

(( {(1 ,(2 , ... , (m}. B ( familia de todos los subconjuntos de (.  B tiene 2m eventos: C(m,1)(
C(m,2)(...(C(m,m)( 2m(1 más el evento imposible.

Llamemos kn(A) a la frecuencia de A en n ensayos . Como kn/n “tiende” a P(A) debemos tener 

P(A)(0. Como kn(()/n(1 debemos tener  P(()(1. Si AB(0 vemos que kn(A(B)(kn(A)(kn(B) por lo que debemos tener P(A(B)(P(A)(P(B) si AB(0. Esto sugiere el siguiente

Sistema de Axiomas.  Para 2 eventos cualesquiera A y B debe valer
I.  P(A)( 0

II. P(()(1

III. P(A(B)(P(A)(P(B) si AB(0

Definición  La terna ((,B,P) se llama un espacio de probabilidades
Se deduce de los axiomas  las siguientes consecuencias:

(1) A(B(P(A)(P(B)  (2) P(A) ( 1  (3) P(0) ( 0   (4) P(Ac) ( 1(P(A)

(5) P(B(A) ( P(B) ( P(AB). En particular, A(B(P(B(A)(P(B)(P(A)

(6) A1,A2,...,An son mutualmente excluyentes implica P(A1(A2(...(An)(P(A1)(P(A2)(...(P(An)

(7) P(A(B) ( P(A)(P(B)(P(AB)

(8) Desigualdad de Boole:

      P(A1(A2(...(An) ( P(A1)(P(A2)(...(P(An)

Consideremos un espacio muestral finito ((((1,(2,(((,(m( y una probabilidad P definida sobre B
(todos los subconjuntos de (), es decir, una función que satisface los axiomas I,II y III. Sea:

Ai( {(i}   (i(1,2,..,m)

Es decir,  {Ai} es la familia de eventos simples. Escribamos:

P(Ai)(pi








(1)

Cualquier A( B  tiene la forma A({(i1, (i2,...,(ik} y su probabilidad es:

P(A)( pi1(pi2(...(pik







(2)

Ademas tenemos que:

pi((  y  (pi(1








(3)

Recíprocamente, dado cualquier conjunto finito de m números reales pi que satisfacen (3) si definimos P mediante (1) y (2) obtenenos una probabilidad para (((B)

Ejemplo 

Tirar un dado. (({1,2,...,6}. B ( {los 64 subconjuntos de (}. Ai=“resultado es i”. Por razones de simetría podemos suponer que P(Ai)=1/6. Podemos obtener P(A) para cualquier A. Por ejemplo:  A( “resultado es par”. P(A)( P(A2)(P(A4)(P(A6)( 1/6(1/6(1/6(1/2.

Observamos que cuando suponemos P(Ai)( constante, la probabilidad de cualquier evento

A({(i1, (i2,...,(ik} es P(A)(k/m. Esta es la definición clásica de probabilidad  
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3.  Ejemplos clásicos de cálculo de probabilidades
Ejemplo 1  

Tirar una moneda. (({C,S}. B({0,C,S,(}. P(C)(p, P(S)(q(1(p (0(p(1).

Si la moneda está balanceada p(1/2.

Ejemplo 2
Una caja contiene a bolillas blancas y b bolillas negras.​ Sacamos una bolilla al azar.

(( {B1 , B2 , ... ,Ba , N1 ,N2 ,...,Nb}. B tiene 2a(b eventos.

A( “bolilla blanca”. P(A)( a/(a(b)

B( “bolilla negra”.   P(B)( b/(a(b)

Ejemplo 3
Una caja contiene m tarjetas numeradas de 1 a m. Extraemos en secuencia las m tarjetas al azar. (( {todas las permutaciones de 1,2,...,m}. ( contiene m! posibles resultados.

A( “los números aparecen en el orden natural”. P(A)(1/m!

Consideremos el mismo ejemplo pero ahora reemplazamos la tarjeta cada vez. Extraemos m veces.

(( {(i1 ,i2 , ... , im): ik(1,2,...,m}. ( contiene mm  posibles resultados.

A( “los números aparecen en el orden natural”. P(A)(1/mm
B( “los m números son distintos”. P(B)(m!/mm

Finalmente supongamos que extraemos n ((m) tarjetas con reemplazo.

B( “los n números son distintos”. P(B)( m(m(1)...(m(n(1)/mn

Ejemplo 4  (distribución binomial) 

Tenemos m cajas cada una de las cuales contiene a bolas blancas y b bolas negras. Extraemos una bola de cada caja. ( esta formada por las m-plas (x1 , x2 ,..., xm) donde xi representa una bola de la caja i. Hay un total de (a(b)m m-plas. Consideremos el evento:

Ak( “salen k bolas blancas y m-k bolas negras”

Para contar las m-plas favorables a Ak procedemos de la siguiente manera.

Primero, imaginamos que asignamos las k componentes de la m-pla donde aparecen las bolillas blancas. Observamos que hay C(m,k) posibles asignaciones. Contemos ahora cuantas m-plas distintas hay para una dada asignación. Sea, por ejemplo:

NBBBNN...BN

El numero de m-plas con esta asignación es  baaabb...ab ( akbm(k
Por lo tanto, el numero de m-plas favorables a Ak  es C(m,k) akbm(k. Concluimos:

P(Ak) ( C(m,k)akbm(k/(a(b)m

Llamando p(a/(a(b) y q(1(p tenemos:

P(Ak)( C(m,k)pkqm(k   (k(0,1,2,...,m)
Advirtamos que el problema es el mismo si extraemos m bolas con reemplazo de una sola caja que contiene a bolas blancas y b bolas negras.

Ejemplo 5  (distribución hipergeométrica)
En una caja hay a bolas blancas y b bolas negras. Extraemos m ((a(b) bolas sin reemplazar. Queremos hallar:

Pk( Probabilidad de obtener k bolas blancas (y m(k negras).

En este caso ( esta constituido por los subconjuntos de tamaño m del conjunto de las a(b bolas. De  esta manera el experimento tiene C(a(b,m) posibles resultados.

Contemos ahora los subconjuntos que tienen k bolas blancas. Observemos que tal subconjunto resulta de combinar un subconjunto de k bolas blancas del conjunto de a bolas blancas y un subconjunto de m(k bolas negras del conjunto de b bolas negras. 

Pk= C(a,k) C(b,m-k) / C(a+b,m)

Ejemplo 6 (Movimiento browniano)

Una partícula se mueve sobre el eje x con saltos unitarios (1 empezando por el origen. Queremos hallar: P(n,x)= P(se encuentra en x luego de n saltos). Llamemos camino ((1,1,1,(1,...,1) a la secuencia de n saltos. Suponemos que los 2n caminos son igualmente probables. Los posibles valores de x son: n,n(2,n(4,..., (n(2,(n.

Sea a el número de saltos a la derecha y b el numero de saltos a la izquierda. Debemos tener 

a(b=n y a(b=x ( a= (n(x)/2 y b= (n(x)/2. 

Número de casos favorables= C(a(b,a)= C(n,(n(x)/2) ( P(n,x)( C(n,(n(x)/2)/ 2n
4. Generalización del concepto de área

Consideraremos el caso de 2 dimensiones. Consideremos la familia de todos los rectángulos en R2
R( {(x,y): a1<x<a2 , b1<y<b2}. Admitimos que cualquier < puede ser sustuído por (. R es un rectángulo. Definimos 

((R)( (a2(a1)(b2(b1).

 Llamemos:

R( Familia de los rectángulos.

( definida en R tiene las siguientes propiedades ((R)(0 y si R(R1(R2 y  R1R2(( entonces

((R1(R2)( ((R1)( ((R2). Por inducción, se deduce que ((R1(R2(...(Rn) )(((R1)(((R2)(...

(((Rn)  si RiRj(( para i(j. Más aún, usando el teorema de Heine-Borel , se puede mostrar que si

R(R1+R2(... , Ri Rj(( entonces ((R)=(((Ri). Esta propiedad se llama (-aditividad

( se llama una medida definida en R. Pero R  es una familia muy pequeña de conjuntos. Por ejemplo, la unión de 2 conjuntos en R , en general, no pertenece a R . Deseamos extender el concepto de medida a una familia más grande donde se puedan realizar las operaciones de conjunto sin salir de la familia. Consideremos:

A ( {Familia de los conjuntos elementales}

Llamamos conjunto elemental a una unión finita de rectángulos disjuntos. Si A( A 

A(R1(R2(...(Rn  con RiRj((  si i(j  y Ri( R 

Definimos:

(#(A)(((R1)(((R2)(...( ((Rn)

Se puede mostrar (i) (#(A) está bien definida, es decir, si A(R1(R2(...(Rn( R1((R2((...(Rm( entonces  ((R1)(((R2)(...( ((Rn)( ((R1’)(((R2’)(...( ((Rm’). (ii) (#(R)( ((R) si R(R , es decir, 

(# es una extensión de ( (iii) (#(A)(0. (iv) Si A(A1(A2 y A1A2=(((# (A)( (#(A1 )((#(A2). Por

inducción, es cierto para un número finito y, por el teorema de Heine-Borel, se puede demostrar que (# es también (-aditivo.

Pero  A  no es una (-álgebra, es decir, no es cerrada por un número contable de operaciones de conjunto. Extenderemos la medida a una familia más general que es una (-algebra.

Primero, se define para cualquier conjunto S la medida exterior:
(*(S)( inf {(#(A1 )((#(A2)(... : Ai (A , S(A1(A2(...}

Si S( A entonces (*(S)((#(S). Pero (* definida para cualquier subconjunto no es  (-aditiva, es decir, esta generalización es excesiva. En cambio, definamos  A* mediante:

S ( A* si para cualquier (>0 existe un conjunto elemental A tal que (*(S(A)< (.

Se puede mostrar que A* es una (-álgebra y (* es (-aditiva sobre  A*. Esta claro que A( A*.

De todas las (-algebras que contienen a  A consideremos la menor y llamemosla B. (* es (-aditiva en B .A los conjuntos de B los llamamos conjuntos de Borel. (* se llama medida de Lebesgue. Se puede demostrar que (* es la extensión única de la medida de los rectangulos definida más arriba.

Finalmente, ¿cómo se puede computar (*(S) para S( B ?. Existe una secuencia de conjuntos elementales An tal que (*(S(An)<1/n. Se puede demostrar que lim (#(An) ( (*(S).

Ejemplo: El area debajo la parabola y=x2  entre x=0 y x=1 se encuentra como limite del area de conjuntos elementales.








         n
                       y(x2

(#(An)( (1/n) ( (k/n)2 ( n(n(1)(2n(1)/6n3








            k=1

                  




(*(S)( lim(#(An)( 1/3 







          1              x


Lo que hemos hecho para R2 se puede repetir para cualquier número de dimensiones.

Habiendo definido la medida de Lebesgue en R2  podemos dar un ejemplo de ensayo aleatorio con un espacio muestral infinito: elegir un punto al azar en un círculo.

(( {(u,v): u2(v2(R2}

Definamos:

P(A)(((A)/(R2
Vemos que los siguientes axiomas se satisfacen: (i) P(A)(0  (ii) P(()(1 (iii) Si A1 ,A2 ,A3 ,... son disjuntos entonces P(A1 (A2 (A3(...)( (P(Ai).

Vemos que en este caso tiene sentido considerar una secuencia infinita de eventos. Observamos que A no puede ser cualquier subconjunto de ( sino un conjunto medible. Esto sugiere el siguiente:

Sistema de Axiomas
Dado un conjunto ( (resultados de un ensayo aleatorio) y una (-álgebra B de subconjuntos de (
(familia de eventos), una función P en B se llama una probabilidad si y solo si satisface:

(1) P(A)(0

(2) P(()(1

(3) Si An son mutualmente excluyentes P((An)( (P(An).

Observemos que (3) implica aditividad finita. En efecto:

(( ((0(0(... ( P(()(P(()(P(0)(P(0)(... ( P(0)(0

P(A1 ( A2) = P(A1 ( A2 ( 0 ( 0 (...)( P(A1 )(P(A2)

5.  Consecuencias adicionales debidas al axioma de (-aditividad
(1) Desigualdad de Boole: Si A1 , A2 ,..., An ,... es una secuencia de eventos entonces:

P((Ai)((P(Ai)

Demostración:

(Ai ( A1 ( A1c A2 ( A1c A2c A3 ( ... ( A1c A2c ... An(1c An ( ...

P((Ai) ( P(A1) ( P(A1c A2) ( P(A1c A2c A3) ( ... ( P(A1c A2c ... An(1c An) ( ...

P((Ai) ( P(A1) ( P(A2) ( P(A3) ( ... ( P(An) ( ...

(2) Teorema de continuidad I : Sea  A1 ( A2 ( ,..., ( An ( ,... Entonces P((Ai)= lim P(An).

Demostración:

P((Ai)( P(A1) ( P(A1c A2) ( P(A1c A2c A3) ( ... ( P(A1c A2c ... An(1c An) ( ...

Pero: A1c A2c ... An(1c An ( An(1c An ( An(An(1. Además, P(An(An(1 )( P(An)(P(An(1). Usando esto:

P((Ai)( lim (P(A1)(P(A2)(P(A1)(...(P(An)(P(An(1))= lim P(An )

(3) Teorema de continuidad II : Sea A1 (A2( ,...,(An(...  Sea A((An . Entonces P(A)( lim P(An).

Demostración:

A1c ( A2c ( ,..., ( Anc ( ,...  y  Ac( (Anc. Por el teorema anterior: P(Ac)( lim P(Anc)(1(limP(An)(
P(A)( limP(An).

(4) Lema de Borel-Cantelli I: Sea  A1 , A2 ,..., An ,...  una secuencia de eventos . Llamemos:

         (
 (
A*( (  ( Ai
        n=1   i=n
A*( Para todo n ocurre, por lo menos, uno de los eventos An , An(1 , An(2 , ...

     ( Infinito de los eventos A1 , A2 ,..., An ,... ocurren.

Entonces P(A*)= 
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Demostración: Se deduce directamente del teorema de continuidad II.

(4a) El siguiente es un importante corolario de (4). 

Si  
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Demostración:
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que tiende a 0 cuando n tiende a infinito
6.  Ejemplos geométricos de cálculo de probabilidades
Ejemplo 1
Sea ( un conjunto finito de Borel en Rn y ((()>0. Sea B( { subconjuntos de Borel de (}. Para

A( B definamos P(A)( ((A)/(((). Obtenemos un espacio de probabilidades que describe el experimento “elegir un punto al azar en (”

Ejemplo 2

Elejir 2 puntos al azar en [0,t].

(( {(u,v): 0(u(t, 0(v(t}   B( {subconjuntos de Borel de (}

P(A)( ((A)/((()( ((A)/t2    A( B

(a) Sea A el evento “distancia entre los puntos ( x”

     (u(v(( x (
u(v (x  ( v(u (x

El evento A está representado por la franja en la figura. Por lo tanto:





              v   


P(A)( ( t2((t(x)2 ) / t2   0(x(t               t






        






                        A   





        x

                                                                         x                 t           u

(b) Los puntos u y v dividen el segmento [0,t] en 3 partes.


     0
u          v          t


               

Sea B el evento “se puede formar un tríangulo con las 3 partes”.

Advertimos que para formar un tríangulo cualquier lado debe ser menor que la suma de los otros.

Estas 3 condiciones se expresan para el caso u<v:         

u < t(u





           v  

v(u < t((v(u)




     t


t(v < v






   

En el plano (u,v) estas 3 condiciones están                                 B

representadas por el tríangulo superior de la
   t/2
              

figura. Un resultado simétrico se obtiene para

              B

v<u. Por lo tanto:






        
          


P(B)= 2 (1/2) (t/2)2 / t2 ( ¼



         t/2           t         u


Ejercicio 1 Encontrar mas simples expresiones de (a) (A(B)(A(Bc). (b) (A(B)(Ac(B)(A(Bc).

(c) (A(B)(A(C).
Ejercicio 2  Suponiendo que P(A),P(B) y P(AB) son datos hallar P(A(B), P(Ac( Bc), P(Ac),

P(ABc), P(AcB), P(A(B).
Ejercicio 3  Sea P(A)(P(B)(0.8. Hallar los posibles valores de P(AB).

Ejercicio 4  Cual es la probabilidad que entre 2r personas elegidas al azar entre n parejas casadas  resulten exactamente k parejas casadas ?

Ejercicio 5  N bolillas son distribuidas en n cajas. Hallar la probabilidad que exactamente  k cajas resulten vacías.

Ejercicio 6   Dos puntos se eligen al azar en un segmento de longitud t. Estos dividen el segmento en otros tres segmentos. Sean ( 1 ,  ( 2 , (  3  sus longitudes. Encontrar:

(a) P(( i ( x )  para i(1,2,3

(b) P(max((1,(2,(3) (  x)

(c) P(min((1,(2,(3 ) ( x) 

capitulo ii

Variable Aleatoria y Función Distribución

7.  Variables Aleatorias
Tiramos un dado. Llamemos  ((número de puntos obtenidos.  Supongamos que hay 2 jugadores A y B y que A gana 1 peso si el resultado es par. Llamemos  (A( ganancia neta de A. Finalmente, sea

( ( (2 . El espacio muestral es ( ({(},  ((1,2,...,6. Tenemos:

(      1   2    3   4    5   6

(       1   2    3   4    5   6 

(A     (1   1  (1   1  (1   1
(B     1  (1   1  (1   1  (1
(      1    4   9   16  25  36

( , (A , (B  y (  son ejemplos de “variables aleatorias” definidas en (. Es decir, una variable aleatoria es una función real definida en (. Dada una variable aleatoria, escribiremos  ((() cuando queramos poner de manifiesto la relación funcional.

Consideremos el evento {((A} donde A es un conjunto de R1. Es decir, {((A} es el subconjunto {(: ((()(A}( (
Esto será un evento si pertenece a B del espacio de probabilidades ((,B,P). Como esto podría no ser cierto debemos hacer adecuadas restricciones para que:

{(: ((()(A}( B







(*)

No podemos permitir que A sea cualquier conjunto de R a menos que (  sea finito. Sentamos la

Definición 

Una función real ((() definida en el espacio muestral  ( de un espacio de probabilidades ((,B,P) se llama una variable aleatoria real si para cada x(R {(: ((()(x}( B.

Veremos más adelante que si ((() es una variable aleatoria entonces la condición (*) se verifica para cualquier A que pertenezca a la menor (-algebra que contiene a los intervalos (conjuntos de Borel).

Ejemplo

Sea A}(B un evento de un espacio de probabilidades. Su función indicadora  (A(()=1 si ((A y =0 en caso contrario. (A es una variable aleatoria porque

si x<0      {(A(x}=(( B.

si x(1      {(A(x}=(( B
si 0(x<1  {(A(x}=Ac ( B
Ejemplo

Elejimos al azar un punto en el intervalo abierto (0,1).

(( {(: 0<(<1} 

B( {conjuntos de Borel de (}

A( B, P(A)( medida de Lebesgue de A.

(a) Sea ((()(distancia de ( al origen, es decir, ((()((. ((() es una variable aleatoria porque:

Si x(1, {(: ((()(x}(((B

Si x(0, {(: ((()(x}(((B
Si 0<x<1, {(: ((()(x}( (0,x] (B

(b) Consideremos la expansión decimal de ((((n/10n. (convengamos en representar 0.1999...(0.2, así la expansión es única). Consideremos (n((). Entonces (n(() es una variable aleatoria porque {(: (n(()(x} es una union de intervalos.


Ejemplo

Elegir 2 puntos al azar en [0,t].

(({(u,v): 0(u(t, 0(v(t}

 B( {conjuntos de Borel de (}
P(A)( ((A)/t2  donde ((A) es la 

medida de Lebesgue de A.

Definamos ((()( (u(v(. 

Entonces el conjunto {(:((()(x}(B (ver figura)

Ejemplo
Elegir un punto al azar en (0,1). Sea M un conjunto no medible en (0,1). Definamos ((()(1 si ((M y 0 en caso contrario. ((() no es una variable aleatoria. En efecto, {(:((()< ½ }( Mc( B
8.  Función Distribución
Sea ( ((((( una variable aleatoria. La función

F(x)( P(( ( x)( P((( (((( ( x)

se llama función distribución de (. Veremos más adelante que F(x) contiene toda la información que interesa de ( , es decir, permite computar P(((A) para todo conjunto de Borel A.

Ejemplo
Tirar un dado. Sea ( (1,2,3,4,5,6. Es decir, ((()((
   

                           F(x)

                     1





         


                                 1      2      3      4      5       6

Ejemplo
Elegir un punto al azar en [0,1]. Sea ( la distancia al origen, es decir, ((()((






Ejemplo 

Elegir 2 puntos al azar en (0,1). Sea ( la distancia entre ambos. F(x)( 2x(x2 para 0(x(1. F(x)(0 para x<0 y F(x)(1 para x>1



      F(x)



 1









           1

   x

Teorema 

Sea F(x) ( P(( ( x) donde ( es una variable aleatoria definida en ((,B,P). Entonces:

(1) lim F(x)( 1 cuando x((   y limF(x)(0 cuando x(((.

(2) F(x) es no decreciente.

(3) F(x) es continua a la derecha, es decir, F(x)(F(x(0).

Demostración:

(1) Elegir una secuencia xn((. Definir An( {( > xn}, entonces A1 (A2( ...(An(... Tenemos que A((An=0. En efecto, para cualquier ( existe n tal que ((()<xn( ((An.

Por lo tanto, por el teorema de continuidad lim P(An)( P(A)(0.

P(An)(P(( > xn)= 1(P(( (xn)( 1(F(xn)(0( F(xn)(1.

De manera similar se puede demostrar que F(x)(0 cuando x(((.

(2) Si x<y  P(((y)( P(((x) ( P(x<((y) (  P(((x)


(3) Sea xn(x. Definamos An({x<((xn}( A1 ( A2 (...(An( ... Entonces (An(0( lim P(An)(0. 

Pero P(An)(F(xn)(F(x)(0.▼

9.   Propiedades de las variables aleatorias

Teorema
((() es una variable aleatoria si cualquiera de los siguientes conjuntos pertenece a B para todo x:

(1) {((x} (2) {(>x} (3) {((x} (4) {(<x}

Clase de funciones que son variables aleatorias.

I. Si ( es una variable aleatoria entonces ((c es una variable aleatoria.

II. Si ( es una variable aleatoria entonces c( es una variable aleatoria.

III. Si ( y ( son variables aleatorias entonces { ( < (}(B.


{ ( < (}( ( { ( < r}{r < (}(B. (La union se realiza sobre todos los racionales r)

IV. Si ( y ( son variables aleatorias entonces ( (( y ( (( son variables aleatorias.

V. Si ( es una variable aleatoria entonces (2 es una variable aleatoria.

VI.  Si ( y ( son variables aleatorias entonces  ( (  es una variable aleatoria.

VII. Si P(x) es un polinomio entonces P(() es una variable aleatoria. 

VIII. Si g(x): R(R es continua entonces g(() es una variable aleatoria.


{g(() <x}( {( pertenece a un conjunto abierto de R}. Un conjunto abierto es una union contable 
de intervalos disjuntos lo que es un conjunto que pertenece a B.

IX. max (( ,()  y  min(( ,() son variables aleatorias.


{max (( ,() ( x} ( {( ( x}{( ( x} ( B.


{min(( ,() ( x}(  {( ( x}{( ( x}( B.

X.  Si (n es una sucesión de variables aleatorias y (n((((((() existe entonces ((() es una v.a.

                               (        (          (




{( < x} ( (  (  (  {(n < x(1/k}( B.


          k=1      m=1     n=m 

Ejemplo

Sea ( una variable aleatoria. Para un entero positivo fijo n definimos la variable (n por la condición  que sea igual a j/n si  j/n <( ( (j+1)/n  para cada j= ...(2, (1, 0, 1, 2,...

Queremos ver que la (n asi definida es una variable aleatoria.

Llamemos Aj = {(: j/n <((() ( (j+1)/n}. Como ( es una v.a. los Aj son eventos. La variable (n admite la representación en serie:

(n =(j (j/n) (Aj
Como cualquier suma parcial de la serie es una v.a., la serie es una v.a. por el punto X de arriba.
10.  Clasificación de funciones de distribución
Recordemos que P(( ( a)( F(a) ( F(a(0). Existen 2 casos:

(1) P(( ( a)( 0  (   F(x) es continua en x(a

(2) P(( ( a)> 0  (   F(x) es discontinua en x(a

Teorema

El conjunto de puntos de discontinuidad de una función distribución F(x) es contable.

Demostración:

Para cada punto de discontinuidad ( consideremos el intervalo I(( (F(((0), F(()). Entonces la familia {I(} son intervalos disjuntos contenidos en [0,1]. Esta familia es contable porque podemos elegir un racional distinto en cada intervalo. (
Caso continuo

Si para todo x  P(((x)(0, es decir, F(x) es continua para todo x , diremos que ( es una v.a. continua.

Caso discreto
Sea D({an} el conjunto de puntos de discontinuidad de F(x). Si  ( P(((an) ( 1 diremos que ( es una v.a. discreta.





    an(D

Nos referimos a los an  como los valores posibles de (. En este caso, F(x) es una función escalera.

F(x)( ( P(((an). Si escribimos  pn( P(((an) podemos expresar P(S)( ( pn.


      an(x





            an(S

Observación  Si F(x) es una función distribución cualquiera se puede expresar F(x)(c1F1(x)(c2F2(x) donde F1 es continua , F2 es discreta, c1(c2(1 y c1 ,c2 (0.

Caso absolutamente continuo

Sea  I = ( (xk , yk) una union contable de intervalos disjuntos y ((I)( ((yk(xk). F(x) se llama absolutamente continua si para cada ((0 existe ( tal que (F(yk)(F(xk) < (  si  ((I)< (. Esto se 








     (
                          x
verifica si y solo si F(x) tiene una derivada f(x) tal que ((( f(x)dx ( 1 y  F(x)( (((  f(x)dx.

En este caso la f(x) se llama función densidad.

Si S es un conjunto de Borel:




       (
P(((S)( (S f(x)dx ( ((( (S(x) f(x)dx   donde (S(x) es la función característica de S. En particular,



     b
P(a<((b)( (a f(x)dx

Ejemplo

Un punto se elige al azar en (0,1) entonces F(x)= x si 0(x(1, F(x)(0 si x<0, F(x)(1 si x>1. De donde: f(x)(1 si 0<x<1,  f(x)(0 si x<0 o x>1.

Caso Singular

Si F(x) es una función distribución continua tal que F’(x)(0 salvo un conjunto de medida cero, se llama singular. Se puede demostrar que cualquier función de distribución continua puede expresarse:

F(x)(c1F1(x)(c2F2(x) donde F1 es abs. continua , F2 es singular, c1(c2(1 y c1 ,c2 (0

Ejemplos de distribución discreta
(1) Distribución Binomial

Se extraen m bolas con reemplazo de una caja que contiene a bolas blancas y b bolas negras. Sea


(m( número de bolas blancas obtenidas. Posibles valores: 0,1,2,...,m.

P((m(k)( C(m,k) pk qm(k

(p(a/a(b y q(b/a(b)


Decimos que (m  tiene una distribución de Bernoulli con parametros m y p.




(2) Distribución Geométrica

De la misma caja extraemos bolas con reemplazo hasta encontrar una bola blanca. Sea
   


(( número de ensayos requeridos hasta que aparece una bola blanca. Posibles valores 1,2,3,...


P(((k)( pqk(1


Decimos que ( tiene una distribución de Pascal (o geométrica) con parametro p.

(3) Distribución hipergeométrica

Una caja contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se extraen al azar n bolas. Sea


(( número de bolas blancas obtenidas.


P(( (k)( C(a,k) C(b,n(k) /C(a(b,n)


Decimos que ( tiene una distribución hipergeometrica con parametros a,b y n.


Observamos que (C(a,k)C(b,n(k) ( C(a(b,n)  donde la suma se hace para k(0,1,2,...,a.

(4) Distribución de Poisson


Una variable aleatoria cuya distribución esta dada por P(( (k)( e(a ak / k!  (k(0,1,2,...) se


dice que tiene una distribución de Poisson con parametro a (>0).

Ejemplos de distribución continua
(1) Distribución uniforme

Elegir un punto al azar ( en el intervalo (a,b).

   
     0                   si  x<a

           0           si    x<a



P(((x)(   (x(a)/(b(a)   si  a(x(b

f(x)(   1/(b(a)  si  a<x<b



     1                   si  x>b

           0           si     x>b

   Decimos que ( tiene una distribución uniforme en (a,b)

(2) Distribución exponencial

Consideremos una variable aleatoria para la cual:



    1 ( e((x   si x>0


(e((x    si x>0


P(((x)(   



 f(x)(   





    0             si x(0


0          si x<0

   Decimos que ( tiene una distribución exponencial con parámetro ( (>0).

Observación



   (
Cualquier función f(x) no negativa y tal que ((( f(x)dx ((  puede servir como función densidad.

Introducimos a continuación 3 casos de interés.

(3) Distribución gamma


La siguiente integral convergente define la función gamma:


((a)(
[image: image7.wmf]0

¥

ò

 e(x  xa(1  dx   (a>0).


Observamos que ((1)(1. Además, integrando por partes obtenemos ((a)( (a(1) ((a(1) para a>1.


De donde se tiene para a entero positivo ((a)( (a(1)(a(2)...2.1( (a(1)!


Definamos para a>0:



  e(x  xa(1 /((a)   si  x>0

            x

ga(x)(




Ga(x)( (0 ga(x)dx



  0                      si x(0

   Si P(((x)( Ga(x) decimos que  (  tiene una distribución gamma con parametro a (>0).         
Observemos que para a=1 tenemos una distribución exponencial.

(4) Distribución normal


Consideremos la función 


((x)( (2() ½ exp ((x2/2)
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Mostramos primero que ((x) es una función densidad. Sea I=
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. Mostramos que I2 ( 1.


I2 ( (1/2() ( exp ((x2/2) dx ( exp ((y2/2) dy (  (1/2() (( exp(((x2(y2)/2) dxdy


Introducimos coordenadas polares: x(r cos( , y(rsen( obtenemos:

                       2(  (

                                          2(          (



      (

I2 ( (1/2() (0 (0 exp((r2/2) r drd( ( (1/2() (0 d( (0 exp((r2/2) r dr = (exp((r2/2)(0 ( 1


Ahora definamos:



   x

((x) = ((( ((x)dx


Si P(((x)( ((x) decimos que (  tiene una distribución normal. 


Mas generalmente ( ( (( ( a ((>0) tambien se dice que tiene una distribución normal con 
parámetros a y  (2 y usaremos la notación ((N(a,(2). La función distribución de ( es


P((( ( a(x) ( P((((x(a)/()( (((x(a)/() y la correspondiente función densidad resulta


(1/()(((x(a)/()=
[image: image10.wmf]1

2

1

2

2

2

p

s

s

e

x

a

-

-

(

)


(5) Distribución de Cauchy

Consideremos la función  f(x)( (1/()(1(x2)(1 


F(x)( 
= 
[image: image11.wmf]f
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Si P(( (x)( F(x) decimos que ( tiene una distribución de Cauchy. Tambien decimos que ((a((b 
tiene una distribución de Cauchy con parametros a y b.


P(((x)(  P(( ((x(b)/a)= ½ ( (1/() arctgt (x(b)/a. 

Ejercicio 1

La variable ( tiene una distribución uniforme en (0,2(). Encontrar la función distribución y la función densidad de:

(a) ( ( cos (
(b) ( ( sen (
(c) ( ( tgt  (
Ejercicio 2

Sea  P(((x) ( F(x) una función distribución continua. Hallar G(x) ( P(((x) donde: (a) ( ( F(()

(b) ( ( [ F(() ]2  (c) ( ( F(() [1( F(()]

Ejercicio 3
Supongamos que (  tiene una distribución uniforme en el intervalo (0,1). Hallar la función distribución y la función densidad de ( ( (log ( .

capitulo iii

Esperanza

11.  Esperanza de una variable aleatoria discreta
Consideremos un experimento en el cual se observa una variable aleatoria . Repitamos el experimento n veces y observemos los valores cada vez: x1,x2,...,xn. Consideremos el promedio:

pn ( (x1(x2(...(xn)/n. Cuando n((  pn  fluctuará alrededor de un cierto número que llamamos la esperanza de la variable aleatoria. Por ejemplo, si el experimento consiste en tirar un dado la esperanza es 3.5.

Sea {aj} el conjunto de los posibles valores y llamemos P(((aj)(pj , (pj(1. Repitamos el experimento  n veces y llamemos:

 nj( número de ocurrencias de aj , (nj(n.Tenemos:

(x1(x2(...(xn)/n ( ( aj (nj /n)

(nj /n) fluctura alrededor de pj  de manera que el promedio fluctúa alrededor de ( aj pj .

Definición

Sea {an} una sucesion de numeros reales (o una sucesion finita). Sea {An} una partición de ( en eventos.  Consideremos una variable discreta definida por

(= (n an(An








(1)

Definimos la esperanza de ( mediante

E(()=(n an P{An}







(2)

Supuesto que la serie sea absolutamente convergente. Si la serie no converge absolutamente decimos que la esperanza no existe.

Observaciones

1) Si los an son distintos podemos escribir E(()=(n an P{(=an}

2) Para la función indicadora de un evento A tenemos E{(A}=P{A}

3) Si g(x) es una función real tenemos que g(()=(n g(an ) P{An}. En particular 

E{(((}= (n (an ( P{An}.


Aclaración

Una misma función ( puede tener dos representaciones, es decir, 

(n an(An = (n bn(Bn







(3)

Para que la definición de esperanza que hemos dado no sea ambigua, verificamos que ambas representaciones conducen al mismo resultado. Es decir, tenemos que mostrar las siguientes sumas dan el mismo resultado:

(n an P{An}= (n (k an P{AnBk}

(k bk P{Bk}=  (k (n bk P{BkAn}

Ahora, an y bk  es el valor de ((() cuando ((AnBk por lo que an = bk si AnBk((. Por lo tanto si P{AnBk}>0 el termino correspondiente de ambas sumas dobles deben ser iguales.
Ejemplo 1
Se tira un dado. La esperanza es  1/6 (1(2(3(4(5(6)( 3.5

Ejemplo 2

Cada una de m cajas tiene a bolas blancas y b bolas negras. Se extrae una bola de cada caja. Sea

(( número de bolas blancas. pk( C(m,k) pkqm(k  (p(a/a(b y q(1(p).

          m
E(()( ( k C(m,k) pkqm(k
          k=0

Observemos que si k>0, C(m,k)( (m/k)C(m(1,k(1). Así que kC(m,k)= mC(m(1,k(1).Por lo tanto:


  m
E(()( mp ( C(m(1,k(1) pk(1qm(k ( mp (p(q)m(1 ( mp


  k=1

Ejemplo 3

Supongamos que P(((k)( pqk(1 (k(1,2,3,...). 0<p<1  y  q(1(p.

                    (
E(()( p( kqk(1
           k=1

Llamemos S( 1(2q(3q2(...


  Sq(      q(2q2(...

         S(1(q)( 1(q(q2(... ( 1/(1(q) ( S( 1/(1(q)2 = 1/p2 . Por lo tanto:

E(()( 1/p

Ejemplo 4
Supongamos que ( tenga una distribución uniforme en el intervalo (0,1]. Sea (( [1/(]( parte entera de 1/(. Entonces:

P(((k)( P(k( 1/( (k(1)( P( 1/(k(1) ( ( ( 1/k)( 1/k(k+1)

           (

       (
E(()( ( k/k(k(1)( (1/(k(1)( (
          k=1
      k=1

Por lo tanto la esperanza de ( no es finita.

En el mismo ejemplo sea ahora (( [1/(] ((1)[1/(]   ((((1, 2, (3, 4,...)

E(()( (((1)k k / k(k(1) ( (((1)k / (k(1) ( la serie depende del orden de la suma.

12.  Propiedades de la esperanza

Tenemos que:

(0) E(a)( a   (donde a es un real)

(1) Linealidad  Si E(() y E(() existen y a y b son reales:

E(a( + b() = aE(() + bE(()
(2) Monotonia  Si E(() y E(() existen

( ( ( ( E(() (E(()

(3) Norma  Si E(() existe
(E(()( ( E(((().
Para verificar le existencia de la esperanza importa señalar que de la definición surge que E(() existe si y solo si E(((() existe. Además, es fácil verificar que si ((((( y E(() existe entonces E(() existe. En particular, si((((C (cte.) entonces E(() existe.

Verificamos que si ( y (  tienen esperanza (1) ( + (  tiene esperanza (2) E(( + ()= E(() +E(( )

Sean an los distintos valores ( y bk los distintos valores de ( y sean An={(=an}y Bk={(=bk} entonces es válida la siguiente representación  

(+( = (n (k (an + bk) (An Bk 

Tenemos

(n (k (an + bk(P(AnBk) ( (n(k ((an( +(bk() P(AnBk) = (n(an(P(An) + (k(bk(P(Bk)
Esto muestra ,que si ( y (  tienen esperanza entonces E(((+(() es finita. Por otra parte,

E((+() = (n (k (an + bk)P(AnBk) =(nanP(An) + (kbkP(Bk)= E(() +E(( )
Ejemplo
Cada una de m cajas contiene a bolas blancas y b bolas negras. Tomamos una bola de cada caja.

Sea (m( numero de bolas blancas. En un ejemplo anterior hemos mostrado que E((m)( mp. Derivamos este resultado de otra manera. Definamos las variables indicadoras:

(i ( 1 si la bola extraída de la caja i es blanca.

   ( 0  en caso contrario.

Entonces:

P((i (1)( a(a(b)m(1 / (a(b)m ( a/(a(b)( p ( P((i (0)(q
Por lo tanto:

E((i)( 1 p ( 0 q ( p

Ahora:

(m( (1 ( (2 (...( (m. Aplicando (7): E((m)( m E((i)( mp

Ejemplo

Una caja contiene m tarjetas numeradas de 1 a m. Extraemos sucesivamente las m tarjetas. Decimos que se produce una coincidencia si la tarjeta i se obtiene en la extracción i. Sea:

(m( número de coincidencias. Entonces:

(m( (1 ( (2 (...( (m   donde (i ( 1 si hay una coincidencia en la extracción i  y  ( 0 en caso contrario.

Tenemos que P((i(1)( (m(1)!/m!( 1/m ( E((i)( 1/m( E((m)( 1 (independiente de m!!)

Consideremos ahora la variable (m
2.

(m2 ( (12 (...( (m2 ( (1 (2 (...( (m(1 (m
E((i2)= 12 (1/m) ( 02 (1((1/m)) ( 1/m

Para i(j  tenemos E((i (j )( 1 P((i (j (1)( P((i (1, (j (1)( (m(2)!/m!( 1/m(m‑1).

E((m2)( m (1/m) ( m(m(1)/m(m(1)( 2

13. Esperanza de una variable aleatoria general
Sea ( una variable aleatoria. Definamos (n(j/n si j/n<(((j(1)/n. (n es una variable aleatoria discreta con posibles valores 0, (1/n, (2/n,... y  P((n(j/n)(P(j/n < ( ( (j(1)/n)( F((j(1)/n) ( F(j/n). (n es una aproximación de ( y observemos que:

0< (((n ( 1/n.

Definición  E(()( lim E((n)  cuando n((.

El siguiente teorema le da sentido a esta definición.

Teorema

Si E((n) existe para algún n entonces existe para cualquier n y E((n) tiende a un límite finito.

Demostración:

Tenemos que 0<(((m(1/m y 0<(((n(1/n ( ((n((m ((1. En virtud de la acotación  (n((m tiene esperanza. Ahora (n( (m ( ((n((m). Por lo tanto si existe la esperanza de (m también existe la esperanza de (n.

En este caso mostramos que E((n) es una sucesión de Cauchy. Tenemos:

((n((m((1/m  si n(m

(E((n((m)((E(((n((m()(1/m ( (E((n)(E((m)((1/m  si n(m▼

Observemos que si E((n) no existe para algun n entonces no existe para ningun n. En este caso, decimos que E(() no existe.

Teorema

La nueva definición de esperanza que hemos dado es consistente con el caso discreto.

Demostración:

Sea ( una variable discreta para la cual existe E((). Como antes tenemos 0<(((n(1/n. Por lo tanto, (((n tiene esperanza y como (n(((((((n) resulta que E((n) existe. Pero entonces 0(E(()(E((n)(1/n lo que implica E((n)(E(().▼

Las  propiedades que hemos señalado para la esperanza de variables aleatorias discretas son tambien válidas para el caso general como puede verificarse. Nos limitaremos a verificar la siguiente:

Teorema

Si E(() y E(() existen entonces E(((() existe y E(((()( E(()(E(().

Demostración:

Llamemos ((((( y definamos (n( j/n si j/n<(((j(1)/n. En forma similar definimos (n y (n.
Observemos que por nuestra definición de esperanza E((n)(E(() y E((n)(E(().Por otra parte tenemos las siguiente desigualdad 0<(((n(1/n y similares para ( y (. Sumemos las desigualdades:

(1/n ( (n(( < 0

0 < (((n ( 1/n

0 < (((n ( 1/n

Se obtiene la desigualdad  (1/n ( (n (((n((n) ( 2/n  (*)

Tenemos que  (n( ((n((n) ( ((n (((n((n)). El primer sumando tiene esperanza por hipótesis y el

segundo tiene esperanza porque es una variable discreta acotada por (*). En consecuencia, (n tiene esperanza y E((n)(E((). Finalmente considerando la esperanza de la variable acotada en (*) y haciendo tender n a infinito queda demostrado que E(()( E(()(E(().▼

Representación de la esperanza mediante una integral

         x
Consideraremos primero el caso absolutamente continuo. Sea P(((x)(F(x)(( f(x)dx







      

      ((
Teorema

E(() existe si y solo si  ( (x( f(x) dx < (. En este caso E(()(( x f(x) dx.

Demostración:

Nuevamente sea (n la variable aproximada definida más arriba. Tenemos:


   (

         (
      (j(1)/n
            (   (j(1)/n

         (    
E(((n() ( ( (j(/n P((n(j/n) ( ( (j(/n  ( f(x)dx ( (   ( ((x((1/n) f(x) dx ( ((x(f(x)dx ( 1/n 


  j=((

       j=((           j /n
          j=((  j/n

         ((
Usando  (1/n en lugar de 1/n obtenemos la desigualdad inversa: E(((n() ( ((x(f(x)dx ( 1/n.

Concluimos que E(((n() existe segun sea o no convergente  ((x(f(x)dx.

Suponiendo que existe E(((n() y, por lo tanto, E((n) tenemos:

                (      (j(1)/n
              (   (j(1)/n
            (
E((n)( ( j/n  ( f(x)dx ( (   ( x f(x) dx ( ( x f(x)dx

             j=((      j /n
           j=((  j/n
         ((
                (   (j(1)/n

                (

E((n)( (     ( ((x((1/n)) f(x) dx ( ( x f(x)dx ( 1/n
             j=((     j /n

              ((
Por lo tanto, E((n)(( x f(x)dx. ▼

Ejemplo
Se elige un punto ( al azar en el intervalo [0,t]. f(x)( 1/t.

                         t
E(()( (xf(x)dx((x(1/t)dx( t/2

           0

Ejemplo
( tiene una distribución normal. ((x)( exp((x2/2) / (2()1/2 

                (
E(()( ( x((x) dx ( 0  (x((x) es una función impar)

        ( (
Ejemplo

( tiene una distribución de Cauchy. f(x)( (1/()(1/(1(x2))

   (                                   (
  ((x(f(x)dx( (2/() ( x/(1(x2) dx ( ( . Por lo tanto, la esperanza no existe.

((              
   0

14.  Integral de Stieltjes
Para expresar la esperanza de cualquier variable aleatoria introduciremos la integral de Stieltjes.

Supongamos que g(x) y h(x) están definidas en [a,b]. Sea  a(xo<x1<x2< ...<xn(b  una partición P de [a,b]. Llamemos norma de P a N(P)( max { x1(x0 , x2(x1 ,..., xn(xn(1 }. Si existe el límite:

            n
lim      (g(xi*) [h(xi)(h(xi(1)]         donde xi(1 ( xi* (xi
N(P)(0    i=1
decimos que g(x) es integrable con respecto a h(x) en el intervalo [a,b]. Al límite lo escribimos:

     b
I( ( g(x) dh(x)

    a

y lo llamamos integral de Stieltjes. Se demuestra que si g(x) es continua y h(x) es de variación acotada  entonces I existe. (Una función es de variación acotada si y sólo si es la diferencia de 2 funciones no decrecientes).

Ejemplo
Supongamos que h(x) es constante a tramos con saltos {pi} en los puntos {ai}. Entonces si h(x) es continua a la derecha:

 b

( g(x) dh(x)( ( g(ai)pi    donde la sumatoria se extiende a los ai tales que a<ai(b.

a
           

Ejemplo


             x
Supongamos que g(x) es continua y H(x)( (a h(x)dx para  a(x(b entonces:

b
           b




( g(x) dH(x)( ( g(x) h(x) dx

a
             a

     b                                                                                                                   b




Si ( g(x) dh(x) existe para cualquier intervalo y lim (  existe cuando a((( y b(( entonces 

    a
       (



                   a
escribimos ( g(x) dh(x)

                ((
La integral de Stieltjes tiene propiedades similares a la integral de Riemann. Por ejemplo:

 b



b 

(g(x)dH(x)( g(b)H(b)(g(a)H(a) ( ( H(x)dg(x)

a


                  a

Habiendo introducido la integral de Stieltjes podemos expresar la esperanza de cualquier variable aleatoria mediante una integral:

Teorema

                                            (




     (
                (
Si P(((x)= F(x) y  ( (x(dF(x) < ( entonces E(() existe y E(()( ( x dF(x). Si  ( (x(dF(x) ( ( 



 ((




    ((                 ((
entonces E(() no existe.

La demostración es similar al caso de F absolutamente continua.▼

Por supuesto esta definición general se reduce en el caso discreto y abs. continuo a las definiciones dadas anteriormente.

Finalmente señalemos que si g(x) es continua y (( g(() con P(((x)( F(x) no necesitamos hallar la distribución de ( para calcular su esperanza porque se tiene:

E(()( ( g(x) dF(x)  supuesto que ( (g(x)( dx < (.

Teorema (Desigualdad de Markov)

Si ( ( 0 y E(() existe entonces  P(( (a) ( E(()/a  para cualquier a>0

Demostración:

Sea (A la función indicadora del evento{( (a}  . Entonces 0(a((( ( 0(E(a()(E(() ( aE(()(E(()( aP(((a)(E(()▼

Ejemplo
Una caja contiene m tarjetas numeradas de 1 a m. Sacamos sucesivamente las m tarjetas y decimos que hay una coincidencia en la extracción i si aparece la tarjeta i. Sea (m el número de coincidencias. Hemos visto que E((m)( 1. Concluimos que P((m(a)(1/a.

15.  Momentos
Definición 

 Mk( E((k) se llama momento de orden k de la variable aleatoria (.

Observemos que si existe Mk entonces existe Mj para 0(j(k porque (((j ( 1((((k si 0(j(k.

Supongamos que m(E(() exista entonces ((m es una nueva variable aleatoria.

Definición  

Si E((((m)k ) existe se lo llama momento central de orden k de (.

Definición 

 El momento central de segundo orden se llama varianza. Se lo denota por (2
Var (() ( E((((m)2 ) ( E((2) ( (E(())2
Definición  

(Var(())1/2 ( ( se llama desvío standard.

( es una medida de la “dispersión” de la variable aleatoria como ilustra el siguiente teorema.

La desigualdad de Markov puede ajustarse cuando existe el momento de segundo orden:
Teorema  (Desigualdad de Chebyshev)
Supongamos que (2 exista y sea m(E((). Entonces: P( (((m(( (( ) ( 1/(2  para cualquier (>0.

Demostración:

P((((m( ((( )( P( (((m)2 ((2(2 ). Esta probabilidad, por la desigualdad de Markov, es menor o igual que E((((m)2)/ (2(2 ( 1/(2.▼

Ejemplo

Volvemos al último ejemplo. Hemos visto que E((n)(1 y E((n2)(2(Var((n)( 2(12 ( 1. La desigualdad de Chebyshev resulta: P(((n(1((() ( 1/(2. Si (>1 tenemos P((n( 1(() ( 1/(2. En cambio la desigualdad de Markov da: P((n( 1(() ( 1/(1((). Se observa que la desigualdad de Chebyshev es más estricta que la de Markov para ( ( 2.

Si P(((c)(1 entonces E(()(c, E((2)(c2 ( Var(()(0. La inversa es tambien cierta.

Teorema
Si Var(()(0 entonces P((( const)( 1.

Demostración:

Primero mostramos que si ((0 y E(()(0 entonces P(((0)(1.

Por la desigualdad de Markov  P(((a)(0 para cualquier a>0.

{ (>0 } ( ( { ((1/n } donde la unión se hace para n(1,2,3,... Por la desigualdad de Boole:

P((>0) ( ( P(((1/n) ( 0 ( P(((0)(1.

Sea ahora Var(()(0 o sea E((((m)2)(0 ( P((((m)2(0)(1 o sea P(((m)(1. ▼

Ejemplo

( tiene una distribución uniforme en (0,t). Entonces:

E((k)( 
[image: image12.wmf]0
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Por lo tanto, E(()( t/2, E((2)( t2/3, Var(()( t2/12, (( t/2(3( P((((t/2(( (t/2(3 ) ( 1/(2  ( (>0).

Ejemplo
P(((k)( C(m,k) pk qm(k  (k(0,1,2,...,m)  (0<p<1, q(1(p).

Hemos visto que E(()( mp. Var(()( ( (k(mp)2 C(m,k)pkqm(k ( mpq. Mostramos más adelante este resultado. Aplicando la desigualdad de Chebyshev: P((((mp((((mpq)1/2)(1/(2.

Por ejemplo, sea (( número de caras al arrojar m veces una moneda:

P((((m/2((((/2)m1/2)(1/(2.

Teorema
Var(a((b)( a2Var(()

La demostración es obvia

Sea E(()(m y Var(()((2>0

Definición 

(((m)/(  se llama variable standarizada.

En virtud de la desigualdad 2((((( (2((2  si existen E((2) y E((2) también existe E((().

Además, observemos que  existe Var(() si y solo si existe  E((2)

Definición 

 Supongamos que Var(()<( y Var(()<(. Llamamos covarianza de ( y ( a:

Cov((,()( E((((m1)(((m2))  donde m1(E(() y m2(E(().

Observemos que Cov(( ,()( E((()(E(()E(().

Varianza de una suma de variables aleatorias
Supongamos que (1 , (2 , ... , (n tengan varianzas finitas entonces podemos expresar la varianza de la suma de la siguiente manera:

Var((1 ( (2(  ... ( (n)( E( [ ((1(m1)(...(((n(mn) ]2 )( E( (((i(mi)2 ( 2 (((i(mi)((j(mj) )

Var((1 ( (2(  ... ( (n)( 
[image: image13.wmf]i

n

=

å

1

Var ((i) ( 2
[image: image14.wmf]i

j

<

å

Cov((i , (j)

17.  Funcion Generatriz
En esta sección supondremos que ( es una variable aleatoria con valores posibles 0,1,2,... y escribiremos pk=P((=k).

z ( es una variable aleatoria compleja para cada z fijo complejo. Consideremos:

E(z( ) (
[image: image15.wmf]k
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  pk zk . Observemos que si (z((1 (z(((1 por lo cual E(z( ) existe para (z((1.

Definición 

G(z) (
[image: image16.wmf]k
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pk zk  para (z((1 se llama función generatriz de (.

La función G(z) es analítica para (z(<1 de manera que podemos obtener las derivadas de todos los ordenes derivando la serie de potencias que la define. Así encontramos:

G(j)(z) (
[image: image17.wmf]k
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La G(z) determina la distribución de ( univocamente. En efecto, tenemos:

G(j)(0) ( pj j! ( pj = G(j)(0) / j! (j>1)   (p0 ( G(0))

Ejercicio 1

Sea P(((k)( C(a,k)C(b,n(k)/C(a(b,n)  para k(0,1,2,...,a. Hallar la E(().

Ejercicio 2

Una caja contiene m tarjetas numeradas 1,2,...,m. Sacamos r tarjetas simultáneamente. Sea ( el número más grande obtenido. Hallar la E(().

Ejercicio 3

N bolas se distribuyen al azar entre n cajas. Encontrar la esperanza y la varianza del número de cajas vacías.

 Ejercicio 4
             

 x
Supongamos que P(((x)( (1/((a)) ( e(u ua(1 du  para x>0. Hallar la E((n) para n(1,2,3,...

Ejercicio 5
Sea P(((x) ( ((x) (
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. Hallar E(((() y Var(().

Ejercicio 6
Sea ( la distancia de 2 puntos tomados al azar en (0,t). Hallar E(() y Var(().

Ejercicio 7

Sea P{(=k}= e(a ak / k! (k=0,1,2,...). Hallar E((), Var(() y 
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capitulo iv

Independencia

18.  Probabilidad condicional
Sea ((,B,P) un espacio de probabilidades y sean A y B dos eventos del mismo. Supongamos que repetimos el ensayo aleatorio n veces . Sea kA el número de veces que aparece A y definamos similarmente kB y kAB. Entonces:

kA /n ( P(A), kB /n ( P(B) y kAB /n (P(AB)

Ahora considérese  kAB / kA ( frecuencia de B entre los ensayos en que A ocurrió.

Observamos que  kAB / kA ( (kAB /n) / (kA /n) ( P(AB) / P(A)

Definición  

Si P(A)(0 definimos P(B(A) ( P(AB) / P(A) y llamamos a P(B(A) la probabilidad de B dado A.

Ejercicio 21.1

Cada una de n cajas contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se toma una bola de la primera caja y se la transfiere a la segunda, luego se toma una de la segunda y se la transfiere a la tercera, etc. Finalmente una bola se extrae de la última caja. Cual es la probabilidad de que sea blanca ?

Ejemplos

(1) Una caja contiene a bolas blancas y b negras. Se extraen sucesivamente 2 bolas.

A1 ( “Primera bola es blanca”.

A2 ( “Segunda bola es blanca”.

P(A2(A1) ( P(A1 A2 )/P(A1) = [a(a(1) / (a(b)(a(b(1)] / [a(a(b(1) / (a(b)(a(b(1)] ( (a(1)/(a(b(1)

(2) 2 puntos se eligen al azar en el intervalo (0,t). Quedan determinados 3 segmentos.

C(“Un tríangulo puede formarse con los segmentos”.

Ya hemos computado P(C) ( ¼ .


       

A(“ Los puntos pertenecen a diferentes mitades de (0,t)”
C

     A

P(A) ( ½ 








          C


      A


P(C(A) ( P(AC)/P(A) ( P(C)/P(A) ( ½


(3) Considérese las familias que tiene 2 hijos (V(varon, M(mujer). Suponemos que las 4 combinaciones: (VM), (VV), (MV), (MM) son igualmente probables. Sea:

A ( “La familia tiene un varón”.     A ( {VV,VM,MV}

B (“Ambos son varones”.
        B (  {VV}
AB ( {VV}

P(B(A) ( P(AB)/P(A) ( ¼ / ¾ ( 1/3

De la definición:

P(AB) ( P(A)P(B(A)

Acordamos que el segundo miembro es nulo si P(A)(0 aun cuando P(B(A) no esté definido.

Por inducción resulta que:

P(A1 A 2 ... A n ) ( P(A1) P(A2(A1) P(A3(A1A2 ) ... P(An(A1A2 ... An(1 )

Por ejemplo:

P(A1) P(A2(A1) P(A3(A1A2 ) ( P(A1) [P(A1A2)/P(A1)] [P(A1A2A3)/P(A1A2)] = P(A1A2A3)

Teorema de probabilidad total

Sea A1 , A2 , ... , Ak , ... un sistema completo de eventos ( Ai Aj ( 0 (i(j) y (Ai = ( ). Sea B cualquier evento entonces:

P(B) ( (k P(Ak) P(B(Ak) 

Esto se ve advirtiendo que B ( B( ( (k Ak B

Ejemplo 
 Tenemos m(1 cajas. La primera tiene 0 bolas blancas y m bolas negras. La segunda tiene una bola blanca y m(1 negras,..., la caja m(1 tiene m bolas blancas. Se elije una caja al azar y se extraen con reposición n bolas. Cual es la probabilidad de obtener k bolas blancas ?

Llamemos:

Ai (“ Se elije la caja i”   (i( 0,1,2,...,m)

B ( “Se obtienen k bolas blancas y n(k negras”.

P(Ai ) ( 1/(m(1)

P(B(Ai ) ( C(n,k) pik qin(k   (pi(i/m, qi (1(pi)

            m


                  m
P(B) ( ( P(Ai) P(B(Ai) ( [C(n,k)/(m(1)] ( pik qin(k
           i=0


                  i=0

Fórmula de Bayes
Los mismos supuestos que en el teorema de probabilidad total más P(B)>0. 

P(Ai(B ) ( P(AiB) / P(B) ( [P(Ai)P(B(Ai)] / [ (k P(Ak) P(B(Ak) ]

Ejemplo

El mismo ejemplo que el anterior pero aca buscamos la probabilidad que la caja i haya sido la elegida dado que se ha observado que se han extraído k bolas blancas (y n(k negras).





          n
P(Ai(B) ([ (1/(m(1)) C(n,k) pikqin(k ] / [ ( (1/(m(1)) C(n,k) pjkqjn(k ] (

      

                      j=0

( pi qi  / (j pj qj

Es interesante comparar P(Ai) con P(Ai(B). P(Ai) se llama probabilidad “a priori” y P(Ai(B) se llama probabilidad  “a posteriori”. En el grafico adjunto se comparan ambas para el caso

m(10, n(10, k(5. 

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	P(Ai)
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909
	.0909

	P(Ai(B)
	.0000  
	.0016
	.0291
	.1132
	.2207
	.2707
	.2207
	.1132
	.0291
	.0016
	.0000


Ejemplo  (Laplace)

Volvemos al ejemplo anterior. Se elije al azar una caja. De la caja elegida se extraen con reemplazo n bolas. Queremos la probabilidad que las n bolas sean blancas dado que las primeras n(1 son blancas.

Sea Bn  ( las primeras n bolas son blancas.

                    m


       m
            1
P(Bn) ( ( (1/(m(1)) pin (  (1/(m(1)) ( (i/m)n ( ( xn dx ( 1/(n(1)

            i=0


      i=0
           0

Observemos que Bn(Bn(1 por lo que P(BnBn(1)= P(Bn). Resulta:

P(Bn(Bn(1) ( P(Bn) / P(Bn(1) ( n/(n(1)
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19.  Independencia de eventos
A y B son 2 eventos de un espacio de probabilidades ((,B,P). Si P(A) = P(A(B) es natural decir que A no depende de B. En este caso P(A) ( P(AB) / P(B) ( P(AB) ( P(A) P(B).

Definición
A y B los llamamos independientes cuando P(AB) ( P(A)P(B).

Ejemplo

Una caja contiene a bolas blancas y b negras. Sacamos sucesivamente 2 bolas.

A(“La primera es blanca”.    B(“La segunda es blanca”.

(i) Con reemplazo

P(AB) ( a a / (a(b)(a(b)      P(A) ( a(a(b)/(a(b)2             P(B) ( (a(b)a/(a(b)2
Por lo tanto A y B son independientes.

(ii) Sin reemplazo

P(AB) ( a(a(1) / (a(b)(a(b(1)   P(A) ( a(a(b(1) / (a(b)(a(b(1) ( a / (a(b)

P(B) = [a(a(1)(ba] / (a(b)(a(b(1) ( a/(a(b)

Por lo tanto, A y B no son independientes.

Ejemplo

Consideremos una familia con 3 hijos. Representemos M=mujer y V=varón. Supongamos que los

siguientes resultados son equiprobables:

(VVV) (VVM) (VMV) (MVV) (VMM) (MVM) (MMV) (MMM)

Elegimos una familia al azar. Sea:

A ( “La familia tiene un varon y una mujer”.

B ( A lo sumo tiene una mujer

P(A) ( 6/8 ( ¾    P(B) ( ½     P(AB) ( 3/8  

Por lo tanto son independientes.

Definición

Decimos que n ((2) eventos son mutualmente independientes si se verifican las siguientes condiciones. Tomemos un subconjunto cualquiera de los n eventos: {Ai1 , Ai2 , ... , Aik} (2(k(n).

Entonces debemos tener  P(Ai1 , Ai2 , ... , Aik) ( P(Ai1) P(Ai2) ... P(Aik).

El número de condiciones que deben verificarse es C(n,2)(C(n,3)(...(C(n,n) ( 2n (n(1. Este número parece abrumador pero, afortunadamente, en los ejemplos que normalmente interesan la independencia es obvia y no necesita verificarse.

En el caso de 3 eventos A,B y C las condiciones para la independencia mutua son las siguientes:

P(AB) ( P(A)P(B)

P(AC) ( P(A)P(C)

P(BC) ( P(B)P(C)

P(ABC) ( P(A)P(B)P(C)

El número de condiciones no puede reducirse. Por ejemplo, la independencia de los eventos tomados de a 2 no implica la cuarta condición como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Se tira un dado 2 veces.

A( “Primer resultado es impar”.

B ( “Segundo resultado es impar”.

C = “La suma es impar”.

P(A) ( 3(6/36 ( ½   P(B) ( 6(3/36 ( ½  P(C) ( (3(3 ( 3(3)/36 ( ½ 

P(AB) ( 3(3/36 ( ¼   P(AC) ( 3(3/36     P(BC) = 3(3/36 ( ¼ 

Pero P(ABC) ( 0

Ejemplo

Una caja contiene 3 tarjetas numeradas 1,2,3. Retiramos sucesivamente las 3 tarjetas.

A1 ( “El primer número que aparece es 1 o 2 o 3”.  

A2  ( “El segundo número es mayor que el primero”.

A3 ( “El tercer número es mayor que el primero y el segundo”.

(1 2 3) (1 3 2) (2 1 3) (2 3 1) (3 1 2) (3 2 1)

P(A1)( 1   P(A2)( 3/6( ½   P(A3)( 2/6( 1/3   P(A1A2)= 3/6( ½   P(A1A3)( 2/6( 1/3

P(A2A3)( 1/6   P(A1A2A3)( 1/6

Se concluye que los eventos son mutualmente independientes.

En este ejemplo la independencia no es intuitivamente clara. En el siguiente ejemplo la independencia esta clara de antemano.

Ejemplo
Tenemos n cajas y cada una contiene a bolas blancas y b bolas negras. Sacamos una bola de cada caja. Sea:

Ai (“Se saca una bola blanca de la caja i”.

P(Ai)( [a(a(b)n(1] / (a(b)n ( a/(a(b)     P(AiAj)( [a2(a(b)n(2] / (a(b)n ( a2/(a(b)2  (i(j)

En general:

P(Ai1 Ai2  ... Aik)( [ak(a(b)n(k] / (a(b)n ( ak/(a(b)k ( P(Ai1)...P(Aik)

Por lo tanto A1 , A2 , ... , An son mutualmente independientes.

Definición  
La secuencia infinita de eventos A1 , A2 , ... son mutualmente independientes si para cada finito n

A1 , A2 , ... , An  son m.i.

Observación 

Si Ay B son independientes entonces:

(1) Ac y B son independientes.

(2) A y Bc son independientes.

(3) Ac y Bc  son independientes.

En efecto, P(ABc) ( P(A) ( P(AB) ( P(A) ( P(A)P(B) ( P(A)(1(P(B)) ( P(A)P(Bc). El mismo argumento se aplica P(AcB). Finalmente la independencia de A y Bc  conduce a la independencia de  Ac y Bc.

Este hecho tiene el siguiente corolario. Si A1 , A2 ,... son m.i. entonces A1 , A2c, A3 , A4c , A5c,...

son m.i donde no importa cuales eventos hemos reemplazado por sus complementos.

Lema de Borel-Cantelli II
Si A1 , A2 ,... son m.i y ( P(Ai) (( entonces con probabilidad 1 infinito de los eventos de la sucesión ocurren.

Demostración:

        (      (
A* ( (  ( Ai            (el evento A* significa que infinito de los Ai ocurren)

       n=1   i=n

                (      (
(A*)c ((  ( Aic
               n=1   i=n                                    (
Observamos que el evento ( Aic es monotono con n. Aplicando el teorema de continuidad:




  (                  i=n
P((A*)c) ( lim P(( Aic).  Mostramos ahora que este limite es cero. Sea N>n.


     n((       i=n

           (

     N
         N
                  N
0 ( P(( Aic) ( P(( Aic) ( ( P(Aic ) ( ( (1(P(Ai )) 

          i=n                         i=n
        i=n
                 i=n

Usando la desigualdad  1(x ( e(x :

 N                                    N

                   N
( (1(P(Ai )) ( ( exp((P(Ai)) ( exp ( ( ( P(Ai) )

i=n
                  i=n

                  i=n

Cuando N(( el último término tiende a 0 porque la serie es divergente por hipótesis. Así que:

     (
P(( Aic) ( 0 ( P((A*)c) ( 0 ( P(A*) (1▼

    i=n

20.  Independencia de variables aleatorias
Sea ((,B,P) un espacio de probabilidades y (1((),(2((),...,(n(() variables aleatorias.

Definición

Si los eventos {(1(S1}, {(2(S2}, ... , {(n(Sn} son m.i. para cualquier elección de S1,S2,...,Sn ,

donde Si son conjuntos de Borel de R1 , decimos que (1 ,(2 ,...,(n son  m.i.

Se puede demostrar que es suficiente que sean m.i. los eventos  {(1(x1}, {(2(x2}, ... , {(n(xn}

para cualquier elección de x1 ,x2 ,..., xn .

Sea  Fi (xi)( P((i ( xi)  la función de distribución marginal de (i .

Sea  F(x1 , ... , xn) ( P((1(x1 , ... ,(n(xn) la función de distribución conjunta de (1 , ... , (n
La independencia mutua de (1 , ... , (n implica que:

F(x1 , ... , xn) ( F1 (x1) ... Fn (xn)







(*)

Queremos ver que, a su vez, (*) implica que (1 , ... , (n son m.i. Supongamos que (*) es

cierta entonces debemos mostrar que: 

P((i1(x1 , ... , (ik(x) ( P((i1(x1) ... P((ik(x)

para cualquier subconjunto { (i1, ... , (ik} de {(1 , ... , (n} (k(2)

Hacemos la demostración para un caso particular que muestra la idea general. Consideremos:

P((1(x1 , (2(x2 , (3(x3) ( P((1(x1 , (2(x2 , (3(x3 , (4<(, ... , (n<() ( F(x1,x2,x3,(,...,() (
( F(x1) F(x2) F(x3). 1 ... 1 ( P((1(x1) P((2(x2) P((3(x3)

En consecuencia, podemos dar la siguiente definición alternativa:

Definición (bis)

(1 , ... , (n son mutualmente independientes si F(x1 , ... , xn) ( F1 (x1) ... Fn (xn).

                          x1    xn





xi
Si F(x1 ,..., xn) ( ( ... ( f(u1 ,..., un) du1 ... dun  y dist. marginal Fi (xi) = ( fi (u) du  entonces se puede 


            ((     ((




                   ((
demostrar que la independencia mutua es equivalente a:

f(x1 , ... ,xn) ( f1(x1)...f(xn).
(p.p.)

En el caso discreto, sean las variables (1 , ... , (n discretas con valores posibles de (i : ak(i) (k(1,2,..) entonces independencia mutua es equivalente a:

P((1(ak1(1) , (2(ak2(2) , ... , (n(akn(n) ) ( P( (1(ak1(1) ) P( (2(ak2(2) ) ... P( (n(akn(n) )

Definición
Una sucesión de variables aleatorias (1 , (2 , ... , (n ,...  se dice que son mutualmente independientes si cualquier subconjunto finito de las mismas lo es o, lo que es equivalente, si (1 , (2 , ... , (n  son m.i. para cualquier n.



Teorema

Si ( y ( son independientes y tienen esperanzas finitas entonces (( tiene esperanza finita y 

E((() = E(()E(().

Demostración:

1) Haremos la demostración primero para el caso discreto.

Sean {ai} y {bk} los valores posibles de ( y ( respectivamente.

(i (j (ai bk( P((i=ai,(=bk) = (i (j(ai bk( P((i=ai)P((=bk) = (i (ai( P((i=ai) (k(bk( P((=bk) = 

= E(((()E(((() < ( 

Esto muestra que E((() existe. Suprimiendo los signos de valor absoluto en la expresión de arriba resulta E((() = E(()E(().

El resultado se extiende en forma obvia a n variables.

2)  Sean (n = j/n si j/n<(((j+1)/n,  (n= j/n si j/n< ( ((j+1)/n,  (n= j/n si j/n< (( ((j+1)/n

Observamos que

(( ( (n(n= ((((n)( + (( (( n)(n ( 

((( ( (n(n( ( (1/n)(((+(1/n)((n(
Además:

((n((n( n( ( ((n(( ((+((( ( (n(n( ( 1/n +(1/n)(((+(1/n)((n(
Como el tercer miembro de la desigualdad tiene esperanza por hipótesis resulta que (n((n( n tiene esperanza y 

E((n((n( n)(0

Ahora:

(n = (n( n + (n((n( n

Esto muestra que (n tiene esperanza y por definición de esperanza E((n)(E(((). Por 1. 

E((n( n)= E((n)E(( n)( E(()E(()▼

Varianza de una suma de variables independientes

Si ( y ( son independientes entonces Cov(( , ()= E(( ()( E(()E(()=0 porque E(( ()= E(()E(()

Como Var((1 ( (2(  ... ( (n)(  ( Var ((i) ( 2( Cov((i , (j)



         
         i=1
     
  i<j

Resulta que si las variables (1 , (2 ,  ... , (n son m.i. independientes o son sólo inependientes de a pares se tiene que sus varianzas son aditivas, es decir:

 Var((1 ( (2(  ... ( (n)(
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Ejercicio 1

En un examen se dan m respuestas a una pregunta. Supongamos que p es la probabilidad que el examinado sepa la respuesta correcta y que si no la sabe elige al azar. ¿Cuál es la probabilidad que supiera la respuesta dado el hecho que eligió la correcta?

Ejercicio 2

Sean ( y (  dos variables aleatorias. Se llama coeficiente de correlación a
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Sea (n el número de exitos en n ensayos con probabilidad p de exito. Hallar (((m ,(n) m,n=1,2,...
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