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Procesos Markovianos


Procesos Markovianos 

Denotamos mediante {((t), 0(t<(} a una familia de variables aleatorias ((t) indexadas por el parametro continuo t (el tiempo). Para cada t suponemos que ((t) toma un conjunto numerable St de valores posibles y que I= (t St es tambien numerable. Llamamos a I el conjunto de posibles estados del proceso. Suponemos que ((t) satisface la siguiente propiedad markoviana.

Para n=2,3,... :  0(  t1 < t2 < ...<tn   y  i1 , i2,...,in (I


[image: image1.wmf]
P{((tn )=in ( ((t1 )=i1 , ((t2 )=i2 , ... , ((tn-1 )=in-1 }= P{((tn )=in (((tn-1 )=in-1}

En palabras, la distribución de ((tn ) solo depende del ultimo valor observado.

En estas condiciones {((t), 0(t<(} se llama un proceso markoviano.

Además, supondremos que el proceso es homogeneo con respecto al tiempo:

P{((s+t )=j ( ((s)=i} = pij(t)  (no depende de s)

Definimos pij(0)=
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De nuestras definiciones resulta que 

pij(t)(0 y (j(I pij(t) = 1.

Teorema 

pik(s+t) = 
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(Chapman-Kolmogorov)
(1)

Demostracion

pik(s+t)=P{((u+s+t)=k ( ((u)=i}= (j(I P{((u+s+t)=k, ((u+s)=j(((u)=i}=

(j(I P{((u+s)=j(((u)=i}P{((u+s+t)=k(((u)=i, ((u+s)=j}=
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Notación

Pk(t)= P{((t)=k}
(distribución al tiempo t)

Pk(0)= P{((0)=k}
(distribución inicial)

Se deduce del teorema de probabilidad total:

Pk(t)= (i(I Pi(0) pik(t)






(2a)

Pk(s+t)= (i(I Pi(s) pik(t)





(2b)

Supondremos que pii(t) i(I son continuas en t=0, es decir, 
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Como 1-pii(t)= (j(i pij(t) ( pik(t)( 1-pii(t) (
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Teorema 2

a)
pik(t) es continua.  b) pii(t)>0 (t(0)  c) pik(s)>0 ( pik(t)>0  (t>s)

Demostración

a)pik(t+h)-pik(t)=(j pij(h)pjk(t)- pik(t)= (j(i pij(h)pjk(t) – [1-pii(h)] pik(t)

Pero (j(i pij(h)pjk(t)( (j(i pij(h)= 1- pii(h)

pik(t+h)-pik(t)( [1-pii(h)] – [1-pii(h)] pik(t)(. [1-pii(h)]

Por otra parte,

pik(t)- pik(t+h)= [1-pii(h)] pik(t) - (j(i pij(h)pjk(t)( [1-pii(h)]

Pero [1-pii(h)] tiende a cero lo que demuestra que pik(t) es unif. continua por la derecha.

Ejercicio 1 Mostrar que pik(t-h)-pik(t) ( 0.

b)Usando (1) se tiene pii(t)= (j pij(t/2) pji (t/2)( pii(t/2)pii(t/2)= [pii(t/2)]2.  

Ejercicio 2 Mostrar que pii(t) ( [pii(t/n)]n>0 si n es grande.

c)
pik(t)= (j pij(s)pjk(t-s) ( pik(s)pkk(t-s) que es positivo si pik(s)>0. ▼

Clasificacion de estados

Escribiremos C= {((t), t(0} y Ch= {((nh), n=0,1,2,...} h>0. Observamos que Ch es una cadena de Markov.

Claramente los estados de Ch son estados de C. Veamos que los estados de C son estados de Ch. Sea k un estado de C. Entonces para algun i y algun t debe ser pik(t)>0. Sea n grande tal que nh>t. Por el teorema 2c es pik(nh)>0 por lo que k es un estado de Ch.

Definicion  Escribimos i(j si existe s tal que pij(s)>0. Esto implica que existe n tal que pij(nh)>0 y viceversa. Por lo tanto la relacion de equivalencia ( en la cadena Ch es la misma que la relacion entre los estados de C.

Ejercicio 3  Los estados de Ch son aperiódicos
Definicion Decimos que i(I es persistente (transitorio) si lo es para algun Ch

Teorema

a)
Si i(I es persistente (transitorio) para algun Ch entonces es persistente (transitorio) para todo Ch.

b)
lim t(( pii(t) existe y es igual a limn(( pii(nh)= Pi(h) y no depende de h.

Demostracion

Recordemos del capitulo sobre cadenas de Markov que i es persistente sii 

(n pii(nh) es divergente.

Usando (1) tenemos 

pii(nh)pii(t-nh)( pii(t)

pii(t)pii(nh+h-t)(pii(nh+h)

Sea n y h tal que nh(t(nh+h.Como pii(t)>0 y continua 

(i(h)= min 0(t(h pii(t) >0.

pii(nh) (i(h) ( pii(t)

pii(t)( pii(nh+h)/ (i(h)

Por lo tanto,

pii(nh) (i(h) ( pii(t) ( pii(nh+h)/ (i(h)




(3a)

Integrando respecto de t:

h pii(nh) (i(h) (
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Sumando respecto de n:

h(i(h)(n pii(nh) ( 
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Si el primer miembro es divergente para algun h entonces el 3ro es divergente para todo h. Si el tercer miembro es convergente para algun h entonces el primero es convergente para cualquier h.

b)Recordemos (3a) 

pii(nh) (i(h) ( pii(t) ( pii(nh+h)/ (i(h)

Por teorema 3 en el capitulo de eventos recurrentes existe limn((  pii(nh)= Pi(h). Usando esto en (3a)

Pi(h) (i(h) ( lim inf t(( pii(t) ( lim sup t(( pii(t) ( Pi(h)/ (i(h)

Ahora observemos que Pi (h/m)=Pi (h) porque pii(nh) es una subsucesion de pii(nh/m).

Pi(h/m) (i(h/m) ( lim inf t(( pii(t) ( lim sup t(( pii(t) ( Pi(h/m)/ (i(h/m)

Pero (i(h/m)(1 cuando m((. Resulta:

Pi (h)( lim inf t(( pii(t) ( lim sup t(( pii(t) ( Pi (h) 

Por lo tanto lim pii(t)= Pi(h)=Pi. Advirtamos que Pi(h) no depende de h porque lim pii(t) no depende de h 

Asi que limt((pii(t)=Pi ▼

Nota

Estableceremos ahora la existencia de lim t((  pij(t). Para ello usaremos una desigualdad similar a (3a). Observemos que por (1):

pij(nh)pjj(t-nh)( pij(t)

pij(t)pjj(nh+h-t)(pij(nh+h)(
pij(nh) (j(h) ( pij(t) ( pij(nh+h)/ (j(h)




(3b)

Haciendo n(( y luego h(0

lim t(( pij(t)= Pj
Caso irreducible

Supongamos que Ch es irreducible. Sabemos que Ch es aperiodica. Por lo tanto, por el capitulo anterior existen 2 casos

A. Pj>0  y  (j(I pj =1

B. Pj=0  para todo j.

Distribucion limite 
Recordemos (2a) 

P{((t)=k}=  Pk(t)= (i(I Pi(0) pik(t)
((i(I Pi(0)=1)

Tomemos lim cuando t((. Para esto sea F(I un conjunto finito entonces

(i(F Pi(0) pik(t) ( Pk(t)( (i(F Pi(0) pik(t) + (i(F Pi(0). Ahora sea t((
Pk (i(F Pi(0) ( liminf Pk(t) ( limsup Pk(t) ( Pk (i(F Pi(0) + (i(F Pi(0)

De donde existe el limite

limt(( Pk(t)= Pk
En el caso A. tenemos ademas que (j Pj =1. Esto justifica referirse a {Pj} como la distribucion limite. Observemos que (j(I Pj=1 si I es finito.

Ejercicio 4

Mostrar que Pk= (j Pj pjk(s)

Esto lo interpretamos como que si la Pj es la distribucion inicial la misma permanece constante en el tiempo y la llamamos distribucion estacionaria si (j Pj=1

Como hemos visto en el capitulo anterior cuando existe la distribucion estacionaria la misma es la solucion del sistema:

(j Pj pjk(s) = Pk , (j Pj=1,  Pj(0

Coeficientes diferenciales aik

Hemos supuesto que pii(0)=1 y, por lo tanto, pik(0)=0

Teorema

La funcion pik(t) tiene derivada en t=0, es decir, los siguientes limites existen.

limt(0 (pii(t) – 1) / t = aii = -ai

limt(0 pik(t) /t = aik
El primer limite puede ser infinito.

La demostración de este teorema es complicada y la omitimos. Sin embargo, damos una interpretación esclarecedora de ai y aik
Interpretacion de ai
Consideremos 

P{((t/n),((2t/n),...,((t) (((0)=i}= [pii(t/n)]n

Esta intuitivamente claro que cuando n(( el primer miembro tiende a

P{((u)=i, 0(u(t}

Por otra parte, el segundo miembro tiende a:

pii(t) =1 - ait + t o(t) ( pii(t/n)= 1- (ai t/n) + (t/n) o(t/n) (
[pii(t/n)]n =[1- (ai t/n) + (t/n) o(t/n)]n ( exp (-ait)

Así que:

P{((u)=i, 0(u(t}= exp (-ai t)

Sea (i= tiempo de permanencia del proceso en el estado i.

Observamos la equivalencia entre los siguientes eventos:

{((u)=i, 0(u(t}= {(i>t}. Por lo tanto

P{(i(t}= 1- exp (-ai t)

Es decir, (i tiene una distribución exponencial y

E((i)= 1/ai
Interpretacion de aik

Consideremos la expresion
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Expresa la probabilidad de que al tiempo t el proceso haya pasado del estado i al estado j. Dividiendo por t  y pasando al limite obtenemos

aik/ai que interpretamos como la probabilidad de que cuando el proceso salta del estado i, pasa al estado j.

Esto aclara la estructura de un proceso markoviano. La misma queda definida por la matriz A=║aik║. El proceso permanece en cada estado i un tiempo (i cuya distribución es P{(i(t}= 1- exp (aii t) y luego “salta” a un estado k(i con probabilidad aik/(-aii)

Proceso conservativo

Para que aik/(-aii) (k(i) sea una probabilidad debemos tener (kaik= -aii

Llamamos al proceso markoviano conservativo si 

(k(i aik = ai (= -aii). 







(4)

Si el conjunto de estados I es finito esto es cierto. En efecto,

(k pik(t) = 1 ( (k(i pik(t) = 1 – pii(t) ( (k(i pik(t)/t = (1 – pii(t))/t

Cuando t(( obtenemos (4).

Tambien en el caso finito podemos escribir la matriz A (I=0,1,2,...,n)

║a00   a01  a02 ... a0n║

   A= 
║a10   a11  a12 ... a1n║

║
... 
      ║
║an0   an1  an2 ... ann║

Observacion sobre el simbolo o(t)

o(t) representa una cantidad que, cuando t (0 se tiene o(t)/t(0

Ejemplos

1) si f(t)/t(a entonces f(t)= at+ o(t)

2) si f(t) es desarrollable por Taylor f(t)=f(0)+ f’(0)t+ o(t)

3) en el proceso Poisson Pk(t)= 
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P0(t)= 1- (t + o(t)

P1(t)= (t + o(t)

Pk(t)= o(t)

4) supongamos que (1 (2 ((n sean v.a.m.i. con la misma dist. exponencial P{(1(x}= 1- exp(-(x). Sea

Pk(t)= probabilidad que para que k de las n se verifique {((t}entonces

Pk(t)=
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. Se tiene:

P0(t)= 1- (nt + o(t)

P1(t)= (nt + o(t)

Pk(t)= o(t)
k(2

Ejemplo 1 (2 estados)

Consideremos un proceso markoviano con 2 estados I={0,1}. Entonces el proceso esta formado por la intercalacion de tiempos en los estados 1 y 0: (1, (1, (2, (2, (3, (3,...


Con distribuciones P{(i(t}=1-exp (-(t) y P{(i(t}=1-exp (-(t). Tenemos

p00(t)= exp(-(t) + o(t)= 1-(t+o(t) ( -a00 = lim (1-(1-(t+o(t))/t = (
p01(t)= 1-exp(-(t)+o(t)= (t+o(t) ( a01= lim (t/t = (
Analogamente se obtiene -a11= ( y a10=(. Así

  A= 
║-(    (║


║ (   -(║

Ejemplo 2 (líneas teléfonicas)

Hay m lineas telefonicas. Llegan llamadas segun un proceso Poisson con intensidad (. Cada linea queda ocupada por un tiempo ( con distribución P{((t}=1-exp (-(t). Sea ((t)= numero de lineas ocupadas.

pi,i-1(t) = (i(t+o(t))(1-(t+o(t))+o(t) = i(t+o(t)

ai,i-1 = i(
(1(i(m)

pii(t) = (1-i(t+o(t))(1-(t+o(t))+o(t)= 1-i(t-(t+o(t)

-aii = i(+(
(i=1,...,m-1)

pik(t) = o(t)

aik = 0
 
((i-k(>1)

ai,i-1 + ai,i+1 = -aii
ai,i+1 = ( 
(0(1(m-1)


║-(       (



 
║



║ (   -((+()
 (



║

    A=
║0
 2(   -(2(+()
(


║


║

...



║

║



       m(   - m(
║

Ejemplo 3

Llegan clientes segun un proceso Poisson de intensidad ( para ser atendidos en una de m ventanillas. El cliente se dirige a una ventanilla desocupada. Si todas estan ocupadas, espera. Sea ( el tiempo de atención de un cliente y sea su distribución P{((t}=1-exp (-(t). Sea ((t)= numero de clientes siendo atendidos más lo que esperan en cola.

pi,i-1(t)= (i(t+o(t))(1-(t+o(t)) = 1-(t + o(t)

ai,i-1= i(  
1(i(m

ai,i-1= m(
i>m

pii(t)= (1 - i(t+o(t))(1-(t+o(t)) = 1 - i(t - (t + o(t)

-aii =  i( + (
1<i(m

-aii  = m(+ (
 i>m

-a00 = (
Ejemplo 4 (Atención de máquinas)

Hay N máquinas trabajando y m operarios para atenderlas cuando alguna se detiene. La maquina trabaja durante un tiempo exponencial 1-exp(-(t). El tiempo que tarda un operario para poner en marcha una máquina detenida es exponencial 1-exp(-(t). Sea ((t)= numero de máquinas trabajando. Hallar aik (ejercicio para el lector)

Ejemplo 5  (Proceso de nacimiento y muerte)

Los ejemplos precedentes son casos de un proceso que tiene la siguiente estructura. I= {0,1,2,...)

pi,i+1(t) = (i t + o(t) 

i=0,1,2,... ((i>0)

pi,i-1(t) = (i t + o(t)

i=1,2,...    ((i>0)

pii (t) = 1 - ((i+(i) t + o(t)  
i=0,1,2,...

De donde se tiene:

ai,i+1= (i

ai,i-1 = (i
aii = -((i + (i)   ((0=0)

aik = 0  si (i-k(>1

Observamos que este proceso es conservativo aunque I no es finito.

El proceso se llama de nacimiento si (i = 0 para todo i(I

Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Consideramos el caso en que I es finito. 

pik(t+s) = (j(I pij(t)pjk(s)= (j(k pij(t)pjk(s) + pik(t)pkk(s)

pik(t+s) – pik(t) = (j(k pij(t)pjk(s) + pik(t)pkk(s) – pik(t)

(pik(t+s) – pik(t))/s = (j(k pij(t)pjk(s)/s + pik(t) (pkk(s) –1)/s

Cuando s(0

p’ik(t) = (j(k pij(t)ajk + pik(t) akk

p(ik(t)= (j(I pij(t) ajk   (i(I, k(I) 





(5)
Ejercicio 5  Demostrar que 

p(ik(t)= (j(I aij pjk (t)
(i(I, k(I)





(6)

(5a) y (5b) son sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes en las funciones incognitas pik(t) con las condiciones iniciales pik(0)=0  (i(k)  y pii(0)=1.. La solucion está dada por eAt = (n An tn /n!. Es objeto de otra materia estudiar la solucion de ecuaciones diferenciales.

Distribución limite

Supongamos que el proceso sea irreducible e I finito. Entonces existe la distribución límite limn(( Pk(t) = Pk . En este caso debe ser lim pik’(t)=0. Aplicando esto a (5a)

0 = (j(I Pj ajk   (k(I)







(7)

Este sistema junto con (j(IPj = 1 determina las Pj
Ejemplo 6  (Proceso de nacimiento y muerte)

En este caso (6) se reduce a 

Pk-1 ak-1,k + Pk ak,k + Pk+1 ak+1,k = 0


(k=0) -(0P0 + (1P1=0 ( P1=((0/(1)P0

(k>0) Pk-1(k-1–((k+(k)Pk+ (k+1Pk+1=0 ( (k-1Pk-1-(kPk = 0 ( Pk=((k-1/(k)Pk-1 

Pn= P0 ((0 (1...(n-1)/((1 (2 ...(n).  P0=1 / {(n=0 ((0 (1...(n-1)/((1 (2 ...(n)}

Ejercicio 6 Hallar la distribuciones limites para los ejemplos 2,3 y 4.

Ejemplo 7 (Dos estados)

Habiamos visto (ejemplo 1)

A= 
║-(    (║


║ (   -(║

La ecuacion  (5) , en este caso, tiene 4 incognitas: p00(t), p01(t), p11(t), p10(t).

Basta hallar p00(t) y p11(t) porque p00(t)+p01(t)=1 y p11(t)+p10(t)=1. En primer lugar tenemos de (5) que

p(00 (t) = -(p00(t) + (p01(t)

p(00 (t) = -(p00(t) + ((1-p00(t))

p(00 (t) +((+()p00(t) = (   con  p00(0)=1

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden con coeficientes constantes. Su solución está dada por (ver Ejercicio 7)

p00(t)= (( / ((+()) + (( / ((+()) exp(-((+()t)

Ejercicio 7

Verificar que la función y(t) que satisface y( + ay = h(t) está dada por

y= y(0)e-(t + 
[image: image12.wmf]ò

t

0

e-(t-u) h(u)du

Ejemplo 8 (Proceso de nacimiento)

Si el proceso es de nacimiento tenemos


║-(0       (0



║



║           -(1
 (1


║

    A=
║
            -(2    (2

║


║

...


║

║



 
║

En este caso, (5) tiene la forma

         p(00(t) = -(0 p00(t)
p00(0)=1

(j>i)  p(ij(t)= (j-1 pi,j-1(t) - (j pij(t)  pij(0)=0

Se deduce:

p00(t) = exp (-(0t)

Y la relación recursiva:

pij(t) = (j-1
[image: image13.wmf]ò
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Nota

En el proceso de nacimiento (j(i pij(t) =1  sii (i(0 (1/(i) = (
Ejercicio 8  

El proceso de Yule es un proceso de nacimiento donde (i=(i+1)(. Hallar pik(t).
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