Caracterizacion de wavelets ortonormales en R

Resumen

Dada una funcién ¢ € L*(R) definimos v, () = 224(27z — k) con
4,k € Z. Decimos que una funcion ) € L? (R) es una wavelet ortonormal
si el sistema {¢;x : j,k € Z} resulta una base ortonormal de L*(R).
Vamos a dar condiciones que caracterizan a las wavelets ortonormales en
R . En la primera seccion estudiamos el caso particular en que la funcién
1 estudiada es una funcién de banda limitada y en la segunda damos una
prueba del caso general.

1. Caracterizacion de Wavelets ortonormales de
banda limitada

Definicion 1.1 Una funcion 1 € L2(R) es de banda limitada si sop(1)) C I
con I un intervalo acotado.

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema:

Teorema 1.2 Una funcion ) € L?(R) de banda limitada tal que v es nula en
un entorno del origen es una wavelet ortonormal si y sdlo si se satisfacen las
stguientes ecuaciones:

(ON1) > [W(E+k[P=1 aefcR
kEZ
(ON2) > (26 + ENO(E+E) =0 aefeRVj>1
kEZ
1) D WP =1  aefeR\{0}
JEZ
(C2) D (@) D(2(E+q)=0 aetfcRVYge2Z+1

j=0

Las ecuaciones (ON1) y (ON2) caracterizan la ortonormalidad del sistema
{Yjr : j,k € Z} (y como ya veremos no alcanzan para caracterizar la com-
pletitud) y las ecuaciones (C1) y (C2) caracterizan la completitud. Vamos a ver
durante la demostracion que la para la necesidad de las condiciones (C1) y (C2)
alcanza con la continuidad de |1/A}| en el origen, pero para la suficiencia usaremos
que la funcién zﬁ es nula en casi todo punto en un entorno del origen. Esto se



debe al tipo de demostracion dada. En la segunda seccién vamos a remover esta
condicién. Empezamos viendo que las condiciones (ON1) y (ON2) caracterizan
la ortonormalidad del sistema {¢, : j,k € Z} y para esto no vamos a usar la
condicién de banda limitada.

1.1. Ortonormalidad

Lema 1.3 Sea ¢ € L?(R). El sistema {10 : k € Z} es ortonormal si sélo si
vale (ON1).

Demostracion: Si {¢g : k € Z}es ortonormal entonces

dor. = < o,0,%0,k >=/¢($Wo,k($)d$

= [ i@ = [ depie)emas
£+1
— /W) |2 27r1§kd§ Z/ |2 2w1§kd€
LEL

/ |¢ +€ |2 27rztkdt

LEL

/ Z|¢ +£ |2 27r7,tk:dt
0

LEL

la funcion 1-periodica ), , |ih(t +£)|2 tiene los coeficientes de Fourier k-ésimos

como g, entonces » -,y [(t +€)|?> = 1 a.e.t € R. La misma cuenta muestra
que si

Z\d}(t+€)|2 =laeteR

LEL
entonces

<ok Yo > = <YPok—j Yoo > =/ Z (t + £)2e?m it k=) gy

E€Z
1 . .
— / eQ‘mt(k—])dt — 6k,j
0

lo que da la ortonormalidad del sistema {t¢g 1 : k € Z} |

Hasta ahora tenemos que la ecuacién (ON1) caracteriza la ortonormalidad del
sistema al nivel de dilatacién 0. Veamos qué pasa a nivel j:
Sea j € Z fijo. Entonces

< YjrsPje > = /R¢j,k(x)¢j/(-r)d$ = /R?%?/)(Qjﬂf — k)28 2z — O)dx

= /Rw(u — k) (p — 0)dp = < ok, o0 >



donde hicimos el cambio de variables u = 2/z. Por lo tanto, para cada j € Z
fijo, el sistema {1, : k € Z} es ortonormal si y sélo si

S WE+RP=1 aetcR

keZ

Ahora podemos ver qué pasa si comparamos dos dilataciones arbitrarias:
Calculamos ahora < ¥; i, ¥n,m >. Podemos suponer que j > n.

<YjksPnm > = / 25 )(2x — k)25 (27x — m)da
(8

donde hicimos el cambio de variables x = 27" (y + m)

< wj,ka ¢'n7m > = / 2]""#}(2]'771 - (k - 2]7nm))@dy
= < Yip, o0 >

conf{=n—jyp=k—2"""m. Entonces resulta que para j >n , k,m € Z ,
;1 es ortogonal a ¥, m, siy sélo si 1y, es ortogonal a 1. Por lo tanto el sistema
es ortonormal si y sélo si

<Y gy >= 4,0.0p0 j>1

Ahora, tenemos que

0—< gibyp > = / $(2)28 0@ — Ry =

/ D(E)2k 2R (2-16) 20 de (1)

= 2% i (27 )™ R () dps

donde hicimos p = 277¢ en la ecuacién (1). Entonces

{41 R ) ) R
0= ) Z (27 )X ) (1) dps
LET

/O1 (Z b2 (¢ +f)'@5(t+€)> 2Tk i > 1 2)
tez

cambiamos el orden de la suma y la integral y obtenemos, igual que antes, que
los coeficientes de Fourier son todos cero y entonces

> (@ (E+0).9 D+ =0 aeteRj>1
LEL

Tenemos entonces el



Teorema 1.4 Sea 1) € L*(R). El sistema {1, : j,k € Z} es ortonormal si y
s6lo si se cumplen

S (E+R)IP=1  aefcR

keZ

S D@ ETR)E+R) =0  aefeRVj>1

keZ

Vamos a estudiar ahora las proyecciones ortogonales en L?(R) sobre los espacios

Wj = span{z/Jj,k ke Z}

Sea @; el proyector ortogonal. Entonces

Qif =Y < fithik > ik

keZ

Vamos a usar que 1; ;(€) = 2= 3 e~ 2mi€k2 7 4} (2-3 ¢ para todo j, k € Z. Ademas,
por Plancherel tenemos que v; ;. es base ortonormal de W;. Entonces

Qif =3 < fobix > i
kEZ
Sean g;(u) = f()dhsu(279p) y
Fi(§) =) g;(¢+270)
LET
1 _omick2’

Resulta que F es 27_peri6dica. Entonces, como las funciones Ei(f )=2"%.e
son 2/-periddicas y son b.o.n. de L%(]0,27)) tenemos que:

< fodin >r202) = /Rf(f)?/}j,k(f)dﬁ

/Rf@zf%.efzﬂé'ﬂ”d?(?*jﬁ)dg

27 (e41) ; g ———
= 2 /2 F(&)274 22 (26 dg

ez’ 2t

= 3 [ Hur 2t e 2O E

LEL

o -
= /0 <Z 9;(p + W)) Bl (n)du 3)

LET
= < F},E} >12(0,2))



entonces
Z E+20027(E+20) =Y < fidbjn > EL(E)
€z kezZ

Tenemos entonces el siguiente
Teorema 1.5 Sea f € L*(R) entonces:

1. fLW;siysoblosi

S FE+2RDEIE+R) =0  aefeR jEZ
kEZ

2. Si Q; es el proyector ortogonal sobre W; entonces

Qif(©) =276 f(e+2k)p(277€ + k) (4)

kEZ

Demostracion: La parte 1 es inmediata. Para la parte 2 hay que usar que

bik = P(2IEEL(E) n

1.2. Completitud

Para estudiar la completitud del sistema {v; ; : j,k € Z} si vamos a usar la
condicion de banda limitada. Antes de la demostracion, una observacion:

Las ecuaciones (ON1) y (ON2) NO alcanzan para caracterizar la comple-
titud del sistema pues tenemos el siguiente ejemplo: Sea {1 : j,k € Z} un
sistema, ortonormal. Sea a(z) = v/2¢(2z). Entonces

Oéj,k(x) _ 2% (2]x_ )—2%ﬁ¢(2j+1x_2k)
= o z/)(ZJHx—Qk) Yjt1,2k

y por lo tanto {a, : j,k € Z} también es un sistema ortonormal pero NO
puede ser completo pues, por ejemplo, si tomamos f = 1,1 deberia valer:

fo= Y <fioe>a
J.k
= Z < Ye1, V1,26 > Qi
J.k

= Y <1 teok > a1k =0
K

pues < 4y 1,%¢2; >= 0 para todo k € Z.

Vamos a necesitar varios lemas acerca de las funciones de banda limitada.
Asumimos a lo largo de toda esta seccién que, como ¥ es de banda limitada,
existe un J € Z tal que sop(¢)) C (—27,27). En primer lugar probamos:



Lema 1.6 Sea f € L*(R) tal que sop(f) C I con I = (a,b) tal que se cumple:
b—a<27 yIn[-1,1] = 0. Entonces para todo j € Z vale:

EMIGERGIERSTE
Demostracién: Si —j < J,k # 0,£ € I tenemos que £ + 277k ¢ sop(f). De
hecho, vale que:
k>0 = b=a+(b—-a)<a+27<a+2k<a+2k <427k
E<0 = a=b+(a—b)>b—2"">b0+27k>b+2k> ¢+ 2k

si usamos la formula 2 del Teorema 1.5 tenemos que:

(QiNE) = FOEE
lo que prueba el lema si —j < J. Ahora, si —j > J, tenemos que: si { € I, como
IN[—1,1] = 0 entonces [277¢| > [27¢| > 27 y por lo tanto ¥(279¢) = 0. Si £ ¢ 1
entonces f(£) = 0. En cualquier caso, f(£)1(277€) = 0. Veamos que en este caso
también vale (Q; f)(&) = 0. Si £+27k ¢ I entonces f(§—|—2jk) =0.S5ié+27k el
entonces |27 (€ + 27k)| > 27|¢ + 27k| > 27 y entonces ¢(277¢ + k) = 0. Como
para todo k € Z el punto & + 27k estd en I o no estd en I, resulta que, en
cualquier caso, R o ‘

Fe+2R)d@ e +k) =0
y entonces @f)(g) =0, lo que prueba el lema para el caso —j > J. [ |

Vamos a probar ahora que la condicién (C1) es necesaria para una wavelet
ortonormal.

Teorema 1.7 Sea ¢ € L*(R) una wavelet ortonormal de banda limitada. En-

tonces o
DM IE@OP =1 ae&eR\{0}

JEL
Demostracion: Definamos

w(&) =) (@)
jEL

como w(2"¢) = w(§) para todo n € Z basta ver que vale la igualdad w(§) =1
para casi todo £ € (—2,—1) U (1,2). Recordar que seguimos con la suposicion
de que sop(¢)) € (—27,27). Como podemos dividir al conjunto (1,2) en 27
intervalitos Iy tales que I = (ag, bx) esta en las condiciones del Lema 1.6 sélo
hay que probar que w(§) = 1 para casi todo £ € I con I un intervalo como los
del lema.

En un intervalo tal, por el Lema 1.6 tenemos que para toda f € L?(R) tal

que sop(f) C I vale:
2

M o 2 ) M ) .
/ S Q1) de = / FOR[ S WwegP)| d
1,50 I

j=—M



para todo entero M. Como las proyecciones (); son proyecciones mutuamente
ortogonales, tenemos que

M . )
/I j;Mij@) i < / Fo)Pde (5)
y entonces
/ fer | 3 weor | a < / F©)de
I

Vf € L?(R) tal que sop(f) C I. Si tomamos f = X entonces

Z\ THP<1 aet€R YMEN

lo que muestra que la Y-, [1h(277€)|2 es convergente para casi todo & € I. Mas
aun, como estamos en las condiciones del Lema 1.6 tenemos que

—

Q1)) = FEObE )

y por lo tanto

/Ilf(ﬁ)l 1- Z| @gP| a = /I J;{f 29g)P| de
R M o 2
- / fO -3 @ne)| d
4 j=—M

en la dltima expresién tenenemos que el limite cuando M tiende a infinito es
cero pues f(£) = >jez (Qif)(§) en L?(R). Por el lema de Fatou, tenemos que

2
[1i@Pr (1= ieer | d-o
! JEL
para toda f € L2(R) tal que sop(f) C I y de ahi se deduce que
DE@OP =1 aetel
JEL

entonces w(€) = 1 para casi todo £ € (—2,—1) U (1,2) y por lo tanto para casi
todo & en R. [ ]

Vamos a probar a continuaciéon que la condiciéon (C2) es necesaria para una
wavelet ortonormal. Necesitamos algunos lemas.



Lema 1.8 Sea 1) € L2(R) de banda limitada tal que || es continua en cero y
el sistema {1V, : j,k € Z} es ortonormal. Entonces ¢(0) = 0.

Demostracion: Usamos la ecuacién 1 del Teorema 1.5. Como ¢ L W; Vj # 0
entonces A _

SThE+2R)P2IE+E) =0 aefeR

keZ
€omo sop(iﬁ) C(-27,27),si¢ e sop(@) y j > J entonces & + 27k ¢ sop(vf)) para
k # 0. Entonces la ecuacién de arriba implica que

D279 =0 aefesop(h) j>JT
como fuera del soporte de 1[) esto es trivialmente cierto, queda que
1DE)DE277E) =0  aefeR j>J

en el limite, usando la continuidad de |4 en cero, tenemos que |1 (€)|.]4(0)| = 0

para casi todo £ € R. Como % no es la funcién nula, resulta que ¥)(0) =0. =
Si ademés tenemos la hipdtesis de que ¥ es una wavelet, tenemos un resultado

més fuerte:

Lema 1.9 Sea ) € L2(R) una wavelet ortonormal de banda limitada tal que |1)|
es continua en cero. Entonces existe un entorno U del origen tal que ¥(§) =0
para casi todo £ € U.

Demostracion: Por el Lema 1.8 tenemos que
[DOIERTE =0 acfeR [j=J

(si j < —J ponemos 7 = 277¢ y queda [¢(2n)|.[(n)| = [H(2Fn)|-[d(n)] = 0
pues —k > J). En particular tenemos que 1)(2¢) = 0 para casi todo £ € sop(v))
si |j] > J. Por lo tanto, si usamos el Teorema 1.7 queda que

Z (272 =1 ae.& € sop()
[71<J

Sea Z un conjunto de medida nula tal que la igualdad anterior vale para todo
¢ € sop(¥)\Z. Como en esta suma hay a lo sumo 2J — 1 términos, para cada

¢ € sop(¥)\Z existe un j = j(€) € (=J,J) NZ tal que:

(99(©) Ly
500 2 (57— )

si usamos ahora el Lema 1.8 y la continuidad, tenemos que existe un € > 0 tal
que para todo u con |p| < e vale:

Ww>s§(w11f




entonces para todo £ € sop(d})\Z vale que |27(9¢| > € y entonces
€127 > 627 > €

de manera que |¢| > 27 7e. Conluimos que (£) =0 a.e.£ € (=277¢,277¢) m

Estamos ahora en condiciones de demostrar que la condicién (C2) es necesaria
para una wavelet ortonormal.

Teorema 1.10 Sea 1) € L?(R) una wavelet ortonormal de banda limitada tal
que || es continua en cero. Entonces para todo q € 27 4+ 1 vale

S B(@OYRI(E+q) =0 aefeR

7>0

Demostraciéon: Por el Lema 1.9 (1& es cero en casi todo punto en un entorno
del origen) podemos elegir un J € N tal que sop(¥) C [-27,-2"7]u[277,27].
Usamos ahora otra vez la igualdad 2 del Teorema 1.5 y aislamos el término
k = 0 para obtener:

(QiNE) = FOWETIEP + 2776 Y F(E+2k)b(279E + k)
k0
Fijemos a,b tales que 0 < a < b. Para cada 0 < a < |§| < b hay solo finitos
valores de j que producen términos no nulos en el segundo miembro de la suma

de arriba. Para cada uno de esos valores de j, hay s6lo finitos valores de k
tales que ¥(277¢ + k) # 0. Miramos los ntimeros 27k que aparecen en el factor

F(&+27k):
= son finitos por la observacién anterior
= escribimos 27k = 2Pq (queda k = 2P~7q) en forma tinica con ¢ € 2Z + 1 y
p=J
entonces obtenemos la igualdad

—

QiNE) = FEOWERTIOP+9278)Y > F(E+2Pq)p(279 (£ + 2rq))

p>j 4

donde no lo indicamos pero lo recordamos: las sumas son finitas. Si sumamos
ahora sobre j y usamos el Teorema 1.7 obtenemos

fey = S @he

JEZ

S FORETIOP + 278> > F(E+2Pq) (277 (€ + 27q))

JEL p>j 4

O+ 3D fle+27) Y d(27E)p(273 (€ + 20q)

pPEZ q J<p



entonces tenemos que para £ € (—=b, —a) U (a, b) vale
= > > FE+279) > (27277 (€ +20q) (6)
PEL q J<p

definamos ahora para k € 27 + 1 la funcion

oo

= $27P(2IE + k)

7=0

para demostrar el teorema tenemos que ver que hy(§) = 0 para casi todo £ € R
para todo k impar. Si ponemos p — j = £ en la ecuacion (6) nos queda que para
casi todo & € (—b, —a) U (a,b) vale

= D > FE+279) > H(2POP(2L(2PE +q))

PEZ q £>0

= > > fE+2°q)hg(277¢) (7)

PEZ q

Fijamos ahora gy en 2Z + 1 y pg = 0, entonces para cada & € (—b, —a) U (a,b)
existe un § > 0 tal que el conjunto

V = (& + q0 — 20,&0 + qo + 29)

no contiene puntos del tipo & + 2Pq si (p,q) # (0,q0) (pues los p y los ¢ que
estan en juego son finitos). Definimos ahora

= (o +qo—9,& +qo +9)

Si consideramos ahora f € L2(R) tal que f = xy la ecuacién (7) nos queda
que para casi todo £ € ({9 — 6,& + 0) N (=b,—a) U (a,d) vale

0= 3 f(£+2°q)hg(277€) = hy,(€) (®)
PEZ g
pues si
12Pq + & — (S0 +qo)| <9
entonces

12°¢+& — o+ )| = [2Pq+ & — &+ &~ (So+ )l

27 4+ &0 — (S0 + qo0)| + [ — €] <26

Dado que &y es un punto arbitrario de (—b, —a) U (a, b) la igualdad (8) es vélida
para casi todo £ € (—b,—a) U (a,b). Haciendo a — 0 y b — oo tenemos que
hg, (€) = 0 para casi todo £ en R\{0}. Observar ademas que también h,, (0) =0

dado que 1[)(0) = 0. La demostracién esta completa pues qg € 2Z+1 es arbitrario.
|

IN

Para terminar esta seccién vamos a probar la suficiencia de las ecuaciones (C1)
y (C2) para caracterizar la completitud del sistema ortonormal {1; 1 : j, k € Z}.
Es el contenido del siguiente

10



Teorema 1.11 Sea 1) € L*(R) de banda limitada, 1& = 0 en un entorno del
origen y {1k : j,k € Z} un sistema ortonormal. Si se satisfacen

LY PP =1 aeteR\{0}

2. Yo (OP(2(E+9) =0 aefcRVge2Z+1
entonces 1 es una wavelet ortonormal.
Demostracion: Basta ver que f(g) = ZjeZ (Q;f)(&) para casi todo £ € R

para toda f € L?*(R). Usamos la ecuacién 2 del Teorema 1.5:

(QiNE) = FOIWETIEP +$2776) Y F(€+2h)b(279E + k)
E#0
para cada j y para k # 0, escribimos 2/k = 2"gconn = j+p,p >0y q € 2Z+1.
Como v es de banda limitada y 1/3 es cero en un entorno del origen, hay sélo
finitos valores de j que producen términos no nulos en el segundo miembro de
la igualdad anterior. Para cada uno de esos j, tenemos sélo finitos valores de k

tales que @/3(2*]{ + k) # 0, de manera que si sumamos sobre j vamos a tener
s6lo sumas finitas.

SN @He = f(é)ZI@Z?@j£)|2+2(1/3(2jﬁ)Zf(£+2jk)¢(2j£+k)>
JEZ JEZ JEL k#0

y como por hipétesis tenemos que

S ETOP=1  aeteR

jez
queda
> QN = f©+ D27TE)F (€ + 27HPq)ep(2-7 (€ + 20+rg)
JEZ JEZ p>0 q€27Z4+1
= fO+ D D fE+2") D P@TIOP2(E+ 27q)
q€27+1nez j<n
= O+ Y. DY fE+2") ) d@Pmd(2r(n+q)
q€2Z+1 nez p>0

Ademas, tenemos que

S (@ up(2P(ntq) =0 aef€R,qge2L+1
p=>0
de manera que resulta la igualdad buscada:

ST@NHE =fE) aeteRr

JEZ

11



2. Caracterizacion de wavelets ortonormales (el
caso general)

El objetivo de esta seccién es demostrar otra vez el Teorema 1.2 pero sin la
hipétesis adicional de banda limitada para . Vamos a demostrar en realidad el
siguiente

Teorema 2.1 Sea ¢ € L?*(R) con ||| = 1. La funcién 1 es una wavelet
ortonormal si y solo st se cumplen las siguientes ecuaciones

(A1) > WP =1  aefeR\{0}
JEZ
(A2) D d(@OV(I(E+q) =0 aefcRVge2Z+1

=0

La condicién ||¢]|2 = 1 es claramente necesaria para que el sistema sea ortonor-
mal, pero de este teorema se desprende que las ecuaciones (Al) y (A2) junto
con la hipétesis de norma 1 para ¢ implican las ecuaciones (ON1) y (ON2).
Esto se debe a que en realidad para demostrar el Teorema 2.1 vamos a probar
el siguiente

Teorema 2.2 Sea 1) € L*(R). Son equivalentes' :

(B1) Y <fik>tie=f VfeL’R)
ke

(B2) Y I<fu>P =I5 VfeL*R)
k€

(B3) W cumple las ecuaciones (Al) y (A2)

Con esto demostramos que si para ¢ € L%(R) se satisfacen las condiciones
(Al) y (A2) lo que resulta es que el sistema {¢; : j,k € Z} es un frame
ajustado de constante 1. Sabemos que si agregamos a esto la condicion de que
la norma de todos los elementos del frame es 1 entonces tenemos una base
ortonormal. Para ilustrar el comentario anterior, incluimos en este momento un
ejemplo de una funcién de ¢ € L?(R) que satisface las condiciones (A1) y (A2)
pero tal que el sistema {1y} NO es ortonormal. Sea b(t) una funcién con las
siguientes propiedades:

= b es una funcién par no negativa
= {t=0:b(t) > 0} C [5, )
= b2(t) +b*(5t) =1 para ¢

= sop(b) C [-3,—3]U[§. 3] =F

2
IBs un resultado conocido que (B1) y (B2) son equivalentes. Solo probaremos la equiva-
lencia entre (B2) y (B3).

12



Sea 1 tal que |¢)| = b. Entonces
DOV (E+ )l = [BEROIHE (E+9))
= b(t).b(t+27q)
= 0 si j >0, q impar

entonces vale la condiciéon (A2). Ahora, observemos que V¢ € R, si b(27€) #0 y
b(2¥¢) # 0 entonces |j — k| = 1 y por lo tanto hay solo dos términos no nulos
para cada & en la suma de la ecuacion (A1). Entonces, para cada £ € R tenemos

DO =)+ P(2TE) =1

JEL

y entonces se verifica la ecuacién (Al). Para ver que el sistema {1} NO es
ortonormal vemos que el sistema {¢(- — k) }rez no puede ser ortonormal, pues si
lo fuera la medida del soporte de 1,/} deberia ser mayor o igual a uno. En nuestro
caso tenemos que |sop ()| < 3,

Vamos a probar ahora el Teorema 2.2. Para eso vamos a usar el siguiente
resultado:

Lema 2.3 Sea {e; : j = 1,2,.....} una familia de elementos en un espacio de
Hilbert H tal que

Z < f, €e; > e = f

JEL
para todo [ en un conjunto denso D de H. Entonces la igualdad vale para todo
elemento de H.

Vamos a demostrar el Teorema 2.2. En primer lugar vemos que (B3) = (B2).
La idea es demostrar que si se cumplen las ecuaciones (A1) y (A2) para toda
f € D entonces vale la igualdad (B2) para toda f € D y por el Lema 2.3 vale
(B2) para toda f € L?(R). Empezamos probando que el conjunto

D={fecL*R): f € L (R), sop(f) compacto, sop(f) C R\{0}}

es denso en L?(R). Para eso veamos que si f € L?(R) es tal que < f,g >= 0
para toda g € D entonces f = 0. Sea entonces f € L?(R) tal que para toda
g € D vale

0=<f,g>

entonces por Plancherel

0=< f g >= /R F(©)a(E)de

en particular, como para todo A C R\{0} medible acotado la funcién f tal que
f = xa esta en D, tenemos que

0= /A F(€)de

13



para todo A C R\{0} medible acotado. Entonces f(£) = 0 para casi todo £ € R
y por lo tanto f = 0. Esto prueba que D es denso en L?(R). Podemos probar
ahora la primera parte del teorema. Vamos a estudiar la expresion (para f € D)

I= > |<fitbjn>

J,kEZL

Usamos otra vez que

by () = 273 2miER2T (2 g

de modo que por Plancherel tenemos que

D Sl B CITERT RS

J,kEZ

— Z 92— ]|/f2j 277i/¢k2jdu‘2
J,kEL

— 2]|/f2j Qﬂiykd‘u|2
J,kEL

= Y1 Fe et o)
JEZL kEZ

Definamos f;(§) = f(Q‘jf)z/A)(f) para cada j € Z. Cada una de las funciones f;
resulta entonces en L?(R) y de soporte compacto en R\{0}. Si definimos ahora

la funcién
=> filE+0

LEL

ésta resulta 1-periddica y en L?(T) pues como el soporte de f; es compacto,
podemos suponer que estd contenido en un intervalo finito [a,b]. Sea L € Z tal
que L > by 1— L < a. Entonces para todo £ € [0, 1] tenemos que f;(£+k) =0
para todo |k| > L. Por lo tanto, F'(§) = > <, f;(§ + k) (es una suma finita de

funciones en L?(T)). Podemos calcular sus coeficientes de Fourier:

F(k) /O S fiE+0) | e mRede

[¢|<L
— Z / f] €+£ —27r1k£d§
|¢|<L
_ Z 27r7k'€/ f —2mk‘u
- J
|¢|<L

14



2mike

como para todo £,k € Z tenemos que e = 1 nos queda

+1 )
- Fi(pe e dy
lej<r”*
L .
= [ pwe
L
= f(k)

Podemos escribir entonces

D HE+0) =Fi(€) =D Fi(k)e™™ =" f;(k)

LEL kEZ kEZ

con convergencia en L?(T). Entonces tenemos que

27rik$

/f] Zf )e2mikE g — /f] Zf] E+40)d (10)

kEZ LEL

con las series convergentes en L?(sop( f )). Ahora, para la parte izquierda de la

igualdad escribimos

[7® SICERTE k%/fg
= S h /f
kEZ

2ﬂlk£d£ (11)

2wzk§d£ (12)

- Zfﬂ /fj e—2mikE ¢

kEZ

= > LR k) =D 1f0)P

kEZ kEZ

y entonces

/f] )Y fi(e+0de =1 f(k)

Lel keZ

Entonces en la ecuacion (9) al reemplazar queda

I = 22 jz /f2 7 Qﬂiukd’u‘Z

JEZ kEZ

_ 22—]2‘/‘][] _2T”de/1‘2

JEZ kezZ

= > 27 Ifk)

JEL keZ

15



y usamos la ecuacion (13) y obtenemos

I = Zw/fj 1S £+ 0)de
JEL LET
- 223/1”215 3 F27I(E + 0)d(e + g
JEZL LET

Ahora aislamos el término correspondiente a £ = 0 y tenemos I = Iy + I; con

I = Z2ﬂ/|f ~96) 2 &) 2de

JEZL
no= Yo [ FeTOue Y fee+ oy od
jEz (0

Observamos que en Iy dado que los términos de la suma son no negativos,
podemos cambiar el orden de la suma y la integral nos queda que

o= S [1feTorE R
JEZ
= [ SR ) P
JEZ
= [ 1 e
JEZ
= A1

donde en la ultima igualdad usamos la hipotesis (Al). Para poder cambiar el
orden de la suma con la integral en I; necesitamos el siguiente

Lema 2.4 Para toda f € D vale:

K= Z2J/|f2jfllw IS IF@9 €+ 0)[$(€ + 0)lde < o0

JEZ 1#0

Una consecuencia de este Lema es que I es finito para toda f € D si y s6lo si
Iy es finito y esto es cierto si y solo si la suma

PNICSTE

JEZ

es una funcion localmente integrable en R\{0}.
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Demostracion: (del Lema 2.4) Tenemos que

K= 32 [ 1ol Y17 €+ o)l + ol

JEZL £#£0
= S [ SIS € + )l +olds
JEL £#£0
~ . A . D 2 ) 2
< Yot [ Slierelie e+ oI EE I g
jez R p20
= [ SIS ifeellfe e ol R (15)
JEL £#£0

donde usamos en (14) que 2ab < a? +b? y en (15) convergencia monétona para
cambiar la suma con la integral y que la expresién con |1 (& + £)|?

la expresion con |1h(£)|? pues estamos sumando sobre £ € Z. Resta ver entonces
que la integral de la ecuacion (15) es finita. Esto es consecuencia del siguiente

coincide con

Lema 2.5 Sean a y b tales que 0 < a < b < oo, f € D y sop(f) C (=b,—a) U
(a,b). Sea 6 =diam(sop(f)) . Entonces

o) = 33 2 f o)l f 2 J<§+f>>|<2a(1+1og2 )||f||m veeR

JET €0

Vamos a estimar cudntos términos no nulos aparecen en la suma para cada &
fijo. Si 277 > 4 entonces a lo sumo uno de los puntos 277§ , 277§ 4 2774 puede
caer en el soporte de f pues la diferencia es

|279¢ —279¢ — 2794 = 2794 > §

pues £ # 0. Entonces en la suma podemos quedarnos con sélo aquellos j > j
donde jo = min{j € Z: 277 < ¢}. Para cada uno de esos j tenemos que

2791 fTONF T E+ ) <277 fl7~

Ademés, la cantidad de valores de ¢ que hacen que f(?’j(f +¢)) # 0 no puede
ser mayor que 1 + 27¢ pues si tenemos £, k tales que

FQIE+0)£0 vy fETI(E+E)#£0

entonces [277 (€ + k) — 277( +£)| < & y por lo tanto |¢ — k| < 276. Entonces
para cada j que produce términos no nulos, éstos aportan a o(§) a lo sumo la
cantidad

(1+270) 27| I} < (27 +6) I < 2613

pues j > jo y 277¢ < 4. Finalmente, veamos que para que |f(2_<7§)| # 0 debe
valer que

€]
b’

1€l

. b
a <277 <b = b ool j € [logy =

(S

,log,

=

17



y en este intervalo hay a lo sumo 1 4 log, g enteros, de manera que tenemos la
acotacién buscada:

b .
)< (14108, 2 ) 2011~

Con esto termina la demostracion del Lema 2.5 y por lo tanto la del Lema 2.4.
|

Estamos ahora en condiciones de seguir con la demostracién del Teorema
2.2. Definimos

Zw (2%€) 2€§+q)) para q € Z
£>0

y vemos que es una funcién de L!(R), pues

d¢ = ‘ 1 d
/R|tq<f>|s /R;wg D2UE T q))lde
< / S Beor| [Sweerar| ¢ e
£>0 £>0
< /ZIM%Idﬁ [ Zieerara) an
£>0 £>0
—/ 2 —/ 2
= 1 (€)|2de 2 [b(€)[2de
> Yo fte
VBl = 21 < o (18)

Usamos en (16) que si ¢ € L2(R) entonces {1)(2¢€)}pen esta en £2(N) y més ain:

(Zezo |1/AJ(255)|2> : pertenece a L%(R) (esto tltimo lo usamos en (17)). Recordar
que teniamos

h=32 [ FeT0i0 Y e e k)T Bl (19
JEZ k#0

y que gracias al Lema 2.4 podemos cambiar la suma en j con la integral. Vamos
a escribir ahora a Iyen términos de ¢, con ¢ € 2Z + 1.

Lema 2.6 Sea f € D. Entonces

I = /Z S FOF(+ 2 q)t,(277e)de

PEZ qE2Z+1

18



Demostracién: Si en la ecuaciéon (19) hacemos el cambio de variables £ = 2771
obtenemos

n=3 [F@ieoY fe+2imi@es b
JEL R k0

y como k # 0 tenemos que existen tinicos /, ¢ tales que k = 2%q con g € 27 + 1
y £ > 0. Entonces podemos escribir

ho= X [FOi@9Y 3 e+ aiEeric gl

JEZ £>0 qe27+1

- [TTOX X fle+ 2ol vt gl conp=t-]

pEZ £>0 q€27+1

= [FOX ¥ ferra Y i@ it gd

PEZ q€27+1 >0
- / FOS S Fe+ gty re)e
R pEZ qe2Z+1

|
Podemos resumir lo obtenido hasta ahora para la expresion I en la siguiente

Proposicién 2.7 Sea f € D y ¢ € L*(R). Entonces

S i<t = [IfQF (SR | d+
jkEZ R JEZ
+ / FOST S fle+2mgity 2 re)de
R pEZ qE2Z+1

De esta proposicion se deduce entonces que si valen las ecuaciones (A1) y (A2)
entonces tenemos la validez de la ecuacion (B2) del Teorema 2.2 para toda
f € D. Por el Lema 2.3 (usamos la densidad de D) tenemos que vale la ecuaciéon
(B2) para toda f € L*(R), de manera que el sistema {1, : j,k € Z} resulta
completo y como tenemos la condicion ||¢||2 = 1 resulta que ¥ es una wavelet
ortonormal. Esto finaliza la demostracion de la primera parte del Teorema 2.1
(probamos la suficiencia de las condiciones (A1) y (A2)).

Vamos a probar ahora que si vale (B2) entonces se satisfacen las ecuaciones
(A1) y (A2). Por la observacion que sigue al Lema 2.4 tenemos que como I es
finito entonces la funcién R

S [h(2re) 2

JEZ
es localmente integrable en R\{0}. Sea £, # 0 un punto de Lebesgue para esa
funcién. Entonces

€o+9d o .
Jim o [ S @O =SB con o~ 0.6+ 4] B\(D)

JEL JEZ
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sean I°, I3 e I} los correspondientes I, Iy e I; asociados a la funciéon f = f5 con

N 1
fs= EX[@*&@OH] €)

Por la Proposicion 2.7 y la condicion (B1) tenemos que

=155 = /503 —/£0+612|¢(2j§)|2d£+15
= Ifsllz =Wl = f 55 1

0=0 7 jez
y como || fs|2 = 1 entonces
1= [92OP + lim I?
2 WGP+ Jim 1]
JEZ
Si probamos entonces que lims_o+ I{ = 0 tendremos que 1 = ZjeZ \'L/;(ij)|2

para todo punto de Lebesgue de ZjeZ |@/§(2j§) |2 y por lo tanto valdra la ecuacion
(A1). Para calcular I{ razonamos como en el Lema 2.4 para tener

7] < / SN 27 s 2| 527 € + k)| (€) e (20)

JEZ k#0

Ahora aplicamos el Lema 2.5 para esta eleccion de f. El didmetro del soporte
de f es 26. Entonces, si 277 > 24 resulta que

\fs(2779)1fs(277(E+ k) =0

Sea jo = min{n € Z : 2" > %} Bastara considerar entonces en la suma (20)

s6lo 1os j > jo. Ademas, si | f5(277¢)| # 0 debe valer que & —6 < 277¢. Podemos
asumir sin pérdida de generalidad que 0 < {, — J de modo que la integral en
(20) es sobre la region

& —0
20

{¢:27(6 —0) <&y C{¢: <&=9Q

Si usamos la notacién del Lema 2.5 tenemos que

IN

112 / o5 (6)[(€) e

AR GIGIRS

Q
26

> o\ 1~
/E 45 (1 + log, gz i 5) 55 PP de

) BRI
2(1tom, 250) [ 10(6)Pae

26

IN
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Por lo tanto, como ¢ € L%(R) tenemos que lims_,o+ I{ = 0y vale (A1). Sélo falta
ver ahora que si vale la ecuaciéon (B2) entonces vale (A2). Por la Proposicion
2.7 y el hecho recién probado de que vale (A1) tenemos que

0= [FOX ¥ ferranered

pEZ qe2Z+1

para toda f € D, lo que por polarizacion implica que

0= [FOX X ate+ 2o e (21)

pEZ q€2Z+1

para toda eleccién de f y g en D. Fijamos ahora un entero impar qo y sea £ un
punto de Lebesgue de ¢4, tal que & # 0y & +qo # 0. Podemos asumir también
que 0 es suficientemente chico como para que los intervalos [y — ,&0 + 0] ¥
[0 + g0 — §,& + go + I] no contengan al cero. Podemos asumir también que
& >0yque0<d< . Sean f = f5 y g = gs funciones tales que

f _ 1
g mx[fu—éaﬁo-‘ré]

95(€) = fs(€ — q0)
Entonces vale que

Fs(©35(€ + a0) = 55xie0-s60+1(©

La ecuacion (21) puede escribirse como

1 o+ —
0= o [ @i+ X [ FOie+ 2ok con () £ 0.00)
£0—9 p€Z qe27+1 YR

1 &o+o

= tqo (E)dE + J,
25 50_5 Q(g)g o

Como el primer sumando tiende a t4 (§o) s6lo resta probar que Js; tiende a
cero cuando 0 tiende a cero. Volvemos a analizar para qué valores de p y ¢ se

producen términos no nulos en la suma que define a Js. Si f5(£)§(€ + 2P¢) # 0
tiene que verificarse:

€ =&l <6 y [€E+2Pq—qo—&| <6
Entonces
12Pq — qo + & — &0 — (£ — &0)]

1€+ 2Pq — qo — &o| + 1€ — &ol
25 (22)

127 — qo

VANRVANNVAY
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Como estamos mirando qué pasa para valores chicos de ¢, podemos asumir que
o< % Entonces la desigualdad anterior impone la condicién

2Pq — qo| < 1
Consideremos los casos:
= si p > 0 entonces 2Pq — qg es impar y vale [2Pq — qo| > 1
= si p =0 entonces ¢ # qo y vale |¢ — qo| > 1
= sip < 0 entonces |2Pq — qo| = 2P|q — 27 Pqo| > 2P pues q es impar

entonces, por la desigualdad (22) tiene que valer 27 < 2§. Podemos escribir
ahora una expresién para Js en el caso § < 1 5 ¥ con jo el méximo de los j tales
que 27 < 26:

IR D NG INCRIE

p<jo q€2Z+1

> % [Feaiet oned

p<jo q€2Z+1

Usamos ahora que

L& = YOI E+a)
>0
o N [EOP + 1DEAE + )P
- >0 2
y entonces R
20t4() <YW+ 1WRIE+ )
>0 £>0
Definamos

N
£20
y observemos que

- _ ¢
/Rl(ﬁ)\di /Rszmds

£>0

/lw (2%)[7dg
£>0

2/|49[I3 < oo

Tenemos entonces
Js) < IV + g

22



con

=3 X 2 [ 1ol + ol

p<jo q€2Z+1

S 2”/|f (2P) 192 (€ + )| (€ + q)lde

p<jo q€2Z+1

> % 2 [1iea- ol @l

p<jo g€2Z+1

) (2

Podemos ver que Jél y Js ) tienen la misma forma salvo que los roles de f5 y

Js estan intercambiados. Como tenemos que fg = \/%X[Eo—é,ﬁwé] resulta que

27"(&0+9)

=33 f 19(27 (€ + q)[|7(€)|de

p<jo q€27Z+1 277(§0—9)
Fijamos p. Recordar que tenfamos la condicién
12Pq — qo| < 20

que implica que |qg —27Pqp| < 27P26. Como g es impar y 27 Pqg es par, g — 2 Pqq
es impar. Calculamos la cantidad de enteros impares en [—27P2§,27P2§]. Si
N = méx{n € Z : n impar ,n < 27P2§} entonces hay a lo sumo 2N enteros
impares en el intervalo. Entonces tenemos que hay a lo sumo 2(27726) = 27746
enteros impares en el intervalo.

Entonces,

op (2P (E0+0)

J(l) — - ~ Y4 d
5 2 55 Doy O D 1902 (E 0l

p<jo q€2Z+1
S 2 s L)
il 9P45—— |7 (€)|dE
p<jo \/% 27” ‘5076) m
Z 27P 50+5)
-2y [ )ld
p<jo ?(€0—9)

Como asumimos que 0 < § < $& los intervalos [277(&y — 6),27P(&y + 6)] son
disjuntos para p = jo,jo — 1,J0 — 2, ...... y entonces

2- p(§o+5)

g < 22/ €)ldg

p<jo P(&n—0)
2[C ()\d£§2/ G
2790 (€0 —9) (g0

23
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La tltima expresion tiende a cero cuando d tiende a cero pues 7 € L1(R), de
modo que limgs_, o+ Jél) = 0. El caso £ < 0 se resulve en forma similar. Para
probar que limg_, o+ J§2)

los roles de f5 y de gs. Esto concluye la demostracién del Teorema 2.1.

= 0 se puede razonar en forma aniloga, intercambiando

3. Algunas notas

Incluimos algunas notas que pretenden ser aclaratorias:

Nota 0

En varias demostraciones el cambio de orden entre suma e integral esta
justificado por la siguiente versiéon del teorema de Beppo-Levi:

Teorema 3.1 Sea {g, }nen una sucesion de funciones integrables en el espacio

(X, ) tales que
> [ lantalidn < o0
b's

neN
entonces la serie ZneN gn () converge para p-casi todo x en X a una funcion
integrable y vale

Nota 1

En la ecuacion (2) cambiamos el orden de la integral con la suma gracias al
teorema de Beppo-Levi pues tenemos que

1 ~ . A ~ . ~
Z/O Y27+ O+ O)ldt = ./Rlll)@ (t+ O J(t + £)|dt

LEL

IN

127 |21 2

Otro lugar en el que se usa un resultado similiar es en (3).

Nota 2

En (5) usamos Pitagoras:
2

M o M o
[ @re) e = 1Y aren

I'j=— M j=—M
M
= > Q@3
j=—M

IN

12 = / F©)Pde
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Nota 3

En la ecuacion (10) afirmamos que la convergencia de las series es en L2(sop(f)).
Veamos por qué. La serie del lado derecho de la igualdad es

> riE+0)

LEL

que es en realidad una suma finita para todo £ € sop(f). Mas adn, existe L € N

tal que >_,cp fi(E+0) =32 <p f5(§+£) para todo ¢ €L2(sop(f)). Para la serie
del lado izquierdo tenemos que

7€) = Y fik)er™ 2oy — 0
|k|<M
y entonces
HF Z fj 2Wik£||iz((sop(f‘)) = / N |Fj(€)_ Z fj(k)eQWikg‘ZdE
|k|<M (sop(£)) |k|<M
041 X ‘
= > [ @~ Y Fweriepa
lej<n ¢ |k|<M
— / |F - f Z f 27rzk(p, €)|2d‘u
[e|<N |k|<M
y como tanto F; como e?™*¢ son 1-periddicas queda
155 = 3 Hi®e ™ oy = / Fiu) = D fi(k)e™™ o dp
k|<M (<N |k|<M

= @N-1) / Fin) = 32 (R Py

le|<N |k|<M

La ultima expresion tiende a cero cuando M tiende a infinito.

Nota 5

En la ecuacion (11) estamos usando el siguiente hecho valido en espacios de
Hilbert: Sea H un espacio de Hilbert, f € H fijo. Si ), .y ax < f, gr > converge
en H entonces vale

<fazakgk> = Zak<fvgk>

keN keN

Es claro que si ), .o < f,gr > converge en H entonces

M
1' =
Ml_r)r(1>0<f,g aRgr > E o < fogr >

k=1 keN
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Lo que usamos ahora es que la aplicaion < f,- >: H — C es continua y entonces

M
erlinoc < f,];akgk > = < fakzéakgk >
= c

Nota 6

1
2

En las ecuaciones (16) y (17) usamos que (Zezo |7,/A)(2Z§)|2> pertenece a

L?(R). La cuenta es la siguiente:

/ SOt Pae

> /R [(2¢)[2dg

R >0 >0
= > [ i P
>0 R
= > 27003 =293
>0

Nota 7

En la ecuacién (21) argumentamos que la igualdad vale por polarizacion. Nos
referimos a los siguientes resultados validos en un espacio de Hilbert H complejo
cualquiera:

Lema 3.2 Sea H un espacio de Hilbert sobre C. Sea A un operador lineal aco-
tado. Entonces valen las siguientes propiedades

1. A= A*siysolosi < Ah,h >€ R para todo h € H.

2. Si < Ah,h >= 0 para todo h € H entonces < Ag,h >= 0 para toda
eleccién de h 'y g en H y por lo tanto A = 0.

Los resultados anteriores valen también si las hipdtesis se verifican sobre algin
subespacio denso en H. En nuestro caso, tenemos que el operador A esta definido

como
AG=Y" D" a(-+2Pq)t,(277)

PEZ qE2Z+1

verifica la condicion 2 sobre el conjunto { f:fe D}.
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