
Seminario de Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

Práctica 1 Teoŕıa de probabilidades

1. Sea Ω un conjunto cualquiera y A una colección de subconjuntos de Ω. Probar que
existe una única menor σ-álgebra U de conjuntos de Ω que contiene a A. A U se la
denomina σ-álgebra generada por A.

2. Sea X =
∑k

i=1 aiχAi
una variable aleatoria simple, donde los números reales ai son

todos distintos, los conjuntos Ai son disjuntos dos a dos y Ω =
⋃k

i=1 Ai. Sea U(X)
la σ-álgebra generada por X.

a) Describir precisamente los conjuntos que componen U(X).

b) Probar que si la v.a. Y es U(X)-medible entonces Y es constante en cada uno
de los conjuntos Ai.

c) Mostrar que entonces Y puede ser escrita como una función de X.

3. Verificar que
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , σ > 0

es una función de densidad y que si X ∼ N(µ, σ2) entonces E(X) = µ y
V (X) = σ2.

4. a) Probar que si A y B son eventos independientes en un espacio de
probabilidad, entonces también lo son Ac y B. Idem para Ac y Bc.

b) Sea A1, . . . , An una partición de un espacio muestral Ω con P (Ai) > 0. Probar
que si B es un evento con probabilidad positiva entonces vale la fórmula de
Bayes

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)∑n
j=1 P (B|Aj)P (Aj)

.

5. Sea X ∼ N(0, 1) y consideremos la variable aleatoria Y = X2. Hallar la función de
densidad de Y .

6. Sea Ω = [0, 1]× [0, 1], U la σ−álgebra de Borel y P la medida de Lebesgue. Sea
g : [0, 1] → R continua. Definimos en Ω las siguientes variables aleatorias

X1(ω1, ω2) = g(ω1), X2(ω1, ω2) = g(ω2).

Probar que X1 y X2 son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribúıdas.

7. a) Sea (Ω,U , P ) un espacio de probabilidad y A1 ⊂ A2 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . . eventos.
Probar que

P

(
∞⋃

n=1

An

)
= ĺım

k→∞
P (Ak).

Sugerencia: Considerar los eventos Bn = An+1 − An.
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b) Probar que si A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . ., entonces

P

(
∞⋂

n=1

An

)
= ĺım

k→∞
P (Ak).

8. a) Dado un espacio de medida (Ω,F , µ) y una función medible X : Ω → R,
considerar la medida µX en los boreleanos de R, dada por

µX(A) := µ(X−1(A)) .

Probar que para toda función f : R → R µX integrable, vale que∫
R

f(y) dµX =

∫
Ω

f(X) dµ .

b) Dado un espacio de probabilidad (Ω,U , P ) y una función f : Ω → R+ medible
con

∫
Ω

f dP = 1, considere la medida ν definida sobre (Ω,U) dada por

ν(A) =

∫
A

f dP .

Pruebe que (Ω,U , ν) es un espacio de probabilidad y que para toda g : Ω → R
νintegrable, vale que ∫

Ω

g dν =

∫
Ω

g f dP .

c) En particular, sea X : Ω → Rn una v.a. y supongamos que µX tiene función
de densidad f . Sea g : Rn → R, y supongamos que

Y = g(X)

es integrable. Entonces

E(Y ) =

∫
Rn

g(x)f(x) dx,

una integral sobre Rn que se puede “calcular”.

9. Sea f : [0, 1] → R continua. Se definen los polinomios de Bernstein

bn(x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)(
n
k

)
xk(1− x)n−k.

Probar que bn → f uniformemente en [0, 1]. Sugerencia

a) Dado x ∈ [0, 1], tomar una sucesión de variables aleatorias independientes Xk

tal que P (Xk = 1) = x, P (Xk = 0) = 1− x. Entonces bn(x) = E(f(Xn)),
donde Xn =

∑n
k=1 Xk/n.
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b) Usar la desigualdad de Chebychev para probar que

P (|Xn − x| > δ) ≤ C

nδ2
,

y que la constante C pude ser elegida independiente de x.

c) |bn(x)− f(x)| ≤ E(|f(Xn)− f(x)|) = . . .

10. Sean X e Y variables aleatorias independientes con funciones de densidad fX y fY

respectivamente. Probar que la función de densidad de Z = X + Y es

fZ(z) = (fX ∗ fY )(z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y) dy.

11. Sean X e Y variables aleatorias independientes con función de denidad

f(x) =


e−x x ≥ 0

0 x < 0

Hallar la densidad de X + Y .

12. Probar que si f : [0, 1] → R es continua, entonces

ĺım
n→∞

∫ 1

0

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f

(
x1 + . . . + xn

n

)
dx1dx2 . . . dxn = f(

1

2
).

13. Probar que

a) E(E(X|V)) = E(X).

b) E(X) = E(X|W) si W es la σ−álgebra trivial, W = {∅, Ω}.

14. Sean X, Y dos variables aleatorias con función de densidad conjunta fXY (x, y).
Probar que

E(X|Y ) = Φ(Y ), con Φ(y) =

∫ ∞

−∞
x
fXY (x, y)

fY (y)
dx.

Sugerencia:

a) Φ(Y ) es U(Y )-medible.

b) Si A ∈ U(Y ), A = Y −1(B) para algún conjunto de Borel de R. Entonces∫
A

XdP =

∫ ∞

−∞

∫
B

xfXY (x, y) dydx.

c) ∫
A

Φ(Y ) dP =

∫ ∞

−∞

∫
B

Φ(y)fXY (x, y) dydx.
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d) ∫
A

XdP =

∫
A

Φ(Y ) dP para todo A ∈ U(Y ).

15. Se dice que una función suave Φ : R → R es convexa si Φ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ R.

a) Probar que si Φ es convexa, entonces

Φ(y) ≥ Φ(x) + Φ′(x)(y − x), para todo x, y ∈ R.

b) Probar que si Φ es convexa, entonces

Φ

(
x + y

2

)
≤ 1

2
Φ(x) +

1

2
Φ(y), para todo x, y ∈ R.

c) Una función suave Φ : Rn → R se dice convexa is la matriz (Φxixj
)i,j es

semidefinida positiva para todo x ∈ Rn. (
∑n

i,j=1 Φxixj
ξiξj ≥ 0 para todo

ξ ∈ Rn. Probar

Φ(y) ≥ Φ(x) +∇Φ(x) · (y − x) y Φ

(
x + y

2

)
≤ 1

2
Φ(x) +

1

2
Φ(y),

para todo x, y ∈ R.

16. a) Probar la Desigualdad de Jensen:

Φ(E(X)) ≤ E(Φ(X)),

para cualquier variable aleatoria X : Ω → R y cualquier función convexa Φ.

b) Probar la Desigualdad de Jensen condicional:

Φ(E(X|V)) ≤ E(Φ(X)|V),

para cualquier variable aleatoria X : Ω → R y cualquier función convexa Φ.
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