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PRACTICA 2
ALGEBRAS SEMISIMPLES

Encontrar las representaciones irreducibles del grupo ciclico C,, sobre R. ;Cémo se des-
compone RC),, como producto de algebras de matrices?

Dado un grupo finito G, probar que las representaciones de dimensién 1 de GG forman un
grupo con la operacién dada por el producto tensorial. Probar que si G es abeliano, este
nuevo grupo es isomorfo a G. j Es un isomorfismo canénico? ;Qué pasa si G' no es abeliano?

Recordar que el grupo diedral D, esté generado por r, s con relaciones s = 1" = (sr)? = 1.
Encontrar la tabla de caracteres de D4 sobre C.

Recordar que el grupo cuaterniénico H esta generado por i,j con relaciones i* = j°i* =
jiji®> = 1. Encontrar la tabla de caracteres de H sobre C.

Probar que CID4 ~ CH como algebras, aunque D4 y H no son isomorfos.

Sea G un grupo finito y DG su doble. Sea M un DG-médulo; M = Ggea M9, M9 = 6,M su
descomposicién en componentes homogéneas. Sea ¢ € Aut(M @ M) definido por ¢(m®n) =
gn ® m si m € M9Y. Probar que c satisface la ecuacion de trenzas:

(cl)(1l®c)(c®l)=1®c)(c®1)(1®c) € Aut(M @ M ® M).

Sea G un grupo finito, g € G un elemento y Z, = {x € G | xg = gz} su centralizador. Sea
p: KZ, — End(M) una representacién de Z,, y sea M, , = Indgg p = KG ®kz, M, con
la accién a izquierda de G y la G-graduacién gr(h ® m) = hgh™'. Probar que M, , es un
modulo sobre el doble DG. Probar que M, , es irreducible si y solo si M lo es.

Sea V' un espacio vectorial con una forma bilineal y ¢ su forma cuadratica asociada. Se
define el dlgebra de Clifford C(V) como el algebra generada por V' bajo las relaciones
2?2 =q(x)Vr e V.

a) Siz Ly (esdecir, si (z]y) = 0), mostrar que xy = —yzx.

b) Considerar la filtracién K1 = Fy, C F} C ... dada por F; = K1 & V C C(V). Probar
que el algebra graduada asociada a esta filtracion, @,>0F,+1/F, es isomorfa al dlgebra
exterior AV.

¢) Sea{x;,...,r,} unabasedeV.Para A C {1,...,n} se define x4 = “x1* . 274" =
[L;c4 %, donde el orden del producto es creciente en i. Probar que {z4} es una base
de C(V).

d) Probar que si ¢ estd asociada a una forma bilineal no degenerada y car K # 2 en-
tonces C'(V) es semisimple. Sugerencia: encontrar una base ortogonal {zi,...,z,}
y, dentro de C(V) @ C(V), una combinacién lineal de los vectores x4 ® 4, donde

t _ ,.neA 1€eA : 1 -1
afy = axp=" 1157, ast como en KG se toma el elemento 7 > g d® g



