Teoria de Algebras
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2004
PRACTICA 4
ALGEBRAS NO ASOCIATIVAS

(1) Sea V un espacio vectorial y f : V' x V — K una forma bilineal. Sea
L={z € End(V) | f(zv,w) + f(v,z2w) =0 Vv, w € V}.

Probar que £ es una subélgebra de Lie de gl,,. Encontrar £ en los casos:
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(B,) dimV =2n+ 1, f estd representada por la matriz | 0 0 I,
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. . . 0 I,
(Cn) dimV = 2n, f estd representada por la matriz J
—in
(Dy) (n>2) dimV = 2n, f estd representada por la matriz < IO 16” )
n

Probar que Cy >~ By y que D3 ~ sly.

(2) Sea g un algebra de Lie sobre C y M un g-médulo de dimensién finita. Si z € g, definimos e* €
Aut(M) pore® =3 -, %, donde 2™ € End(M) representa la potencia n-ésima de x € End(M).
Si A es un dlgebra y a la vez un g-moédulo en el que g actiia por derivaciones, probar que e es
un automorfismo de algebras Vz € g.

(3) Probar que si A es un édlgebra de dimensién finita y C' = A* su codlgebra dual, un A-médulo a
derecha M da lugar a una estructura de C-comdédulo a izquierda sobre el mismo M. Probar que
esta construccién es reciproca de la que, dado un C-comédulo a izquierda, le da una estructura
de A-médulo a derecha.

(4) (a) Probar que si C' es una codlgebra y A es un &lgebra (asociativa), el espacio vectorial
Homg (C, A) tiene una estructura de monoide dada por

(f xg)(c) = flcy)glee))-
Encontrar el elemento neutro de este monoide.
(b) Verificar que si H es un algebra de Hopf, S la antipoda, entonces S es inverso de la identidad
1y : H — H en el monoide Hom(H, H).
(c) Verificar que en este caso a ® b — S(ab) y a ® b — S(b)S(a) son ambos inversos de la
multiplicacién p: H ® H — H en el monoide Hom(H ® H, H), y por lo tanto coinciden.
(5) Probar que un algebra de Hopf de dimensién finita sobre un cuerpo de caracteristica 0 no puede
tener elementos primitivos no nulos. Sug: probar que si x € H es primitivo, x genera una
subdlgebra isomorfa a K[z].

(6) Sea KSoo = @,,51 KS,,. Comprobar que la siguiente da una estructura de algebra dendriforme
sobre KSqo: a

o7 = Z xo(oXT), o<T= Z xo(oXT), parac € Sy, T € Sy,
z€Sh} zeSh2 ,,

y donde Shy, . ={z € Shym | (n) < z(n+m)}, S, ={x € Shym | x(n) > z(n+m)}.



