Grafos
Apunte 1/ Definiciones

Definicion

Un multigrafo es un conjunto finito V= {u,v,...} cuyos elementos llamamos los vertices y otro conjunto finito E={a,b,...} cuyos elementos llamamos ramas y una funcion que a cada rama le asigna un par no ordenado de vertices. A los vertices los representamos por puntos y a las ramas por segmentos o curvas que unen los puntos. Por ejemplo: V={u,v,w} E={a,b,c,d,e} y

a ( {u,v}    b ( {v,w}    c ( {u,v}    d ( {v,v}, e({u,w}

Definicion

En un multigrafo una sucesion de ramas contiguas distintas se llama un camino. 

En el ejemplo, e a d  es un camino. Un camino cerrado se llama un circuito. Por ejemplo, e a d b. Un circuito formado por todas las ramas del multigrafo se llama un circuito euleriano.

Teorema (Euler)

Un multigrafo conexo (=todo par de vertices esta unido por un camino) contiene un circuito euleriano sii a todos sus vertices concurren un numero de ramas par (decimos que los vertices son pares)

Ejercicio 

Considere un multigrafo conexo cuyos vertices son pares excepto 2 de ellos que son impares. Demuestre que hay un camino que pasa por todas las ramas una sola vez.

Ejercicio

Dado un multigrafo de vertices pares describa un procedimiento (algoritmo) que le permita hallar un circuito euleriano.

Definición 

Un grafo es un conjunto finito V= {u,v,...} cuyos elementos llamamos los vertices y otro conjunto E de pares no ordenados de vertices distintos. Si {u,v}(E decimos que son vertices adyacentes. O sea, un grafo es un multigrafo en el cual entre dos vertices hay a lo sumo una rama y no hay bucles (en la figura de arriba d es un bucle). 

Definición 

Un grafo dirigido es un conjunto finito V= {u,v,...} cuyos elementos llamamos los vertices (o nodos) y otro conjunto E de pares ordenados de vertices distintos.

Los nodos los representamos por flechas.


Observacion  

Normalmente hablaremos sobre grafos. Cuando nos refiramos al caso dirigido o al multigrafo lo aclararemos explicitamente.

Definicion 

Un grafo completo es aquel que tiene todas las ramas posibles. Lo denotaremos mediante Kn donde n es el numero de vertices. El grafo completo tiene n(n-1)/2 ramas.

Definición 

Un camino queda determinado por una sucesion de vertices distintos ui tales que (ui,ui+1)(E. Cuando u1=un lo llamamos un ciclo o circuito. Cuando en un grafo se tiene que cualquier par de puntos es unido por algun camino decimos que el grafo es conexo. 

Definicion 

Sea G un grafo. Un grafo G'=(V',E') se llama un subgrafo de G si V'(V y e(E' implica que e(E. 

Sea G=(V,E) un grafo. G'=(V',E') se llama un grafo inducido por V' si V'(V y las ramas de E' son las ramas de E cuyos extremos son de V'.

Definicion 

Sea G=(V,E)  un grafo y u0 (V. Consideremos el conjunto V´ de vertices alcanzables desde uo por un camino. El grafo inducido por E' se llama una componente conexa de G.

Ejercicio

Sea n el número de vertices de un grafo. Demostrar que su numero de ramas es menor o igual que 
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donde k es el numero de componentes conexas de G.

Definicion

Si los vertices de un grafo se particionan en 2 partes tal que toda rama tiene sus extremos en cada parte decimos que el grafo es bipartito. Un grafo bipartito  que tiene todas posibles ramas lo denotamos por Km,n donde m y n son los numeros de vertices en cada parte. Km,n tiene mn ramas.

Definicion

Un grafo lo llamamos hamiltoniano si tiene un circuito hamiltoniano. Un circuito hamiltoniano es un circuito que pasa por todos los vertices del grafo una sola vez. Un camino hamiltoniano es un camino que pasa por todos los vertices del grafo una sola vez.


Ejercicio 

Averiguar si en el grafo de la figura hay

un circuito Hamiltoniano.



Definicion

El número de ramas que inciden en un vertice se llama grado del vertice. Un grafo se llama regular si todos los vertices tienen el mismo grado. Se dice k-regular si el grado de todos los vertices es k. Por ejemplo, la figura muestra un grafo 3-regular.
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