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Def  Un grafo G es un par (V,E) donde V={u,v,...} es un conjunto finito de elementos que llamamos vertices (o nodos) y un conjunto E de pares no ordenados de vertices que llamamos ramas. Los vertices los representamos por puntos y las ramas por segmentos. Si (u,v)(E decimos que u y v son adyacentes. Si importa el orden en (u,v) decimos que G es dirigido o que es un digrafo y representamos a (u,v) mediante una flecha. El número de ramas que inciden en un vertice u de un grafo lo llamamos grado de u y lo indicamos mediante gr(u)

Teorema (handshaking)

Sea G=(V,U) un grafo y gr(u) el grado de un vertice u entonces

(u(V gr(u)= 2(E(
Corolario

El número de vertices de grado impar es un numero par.

Teorema

En cualquier grafo hay dos vertices que tienen el mismo grado.

Def  Un grafo (V,E) es bipartito si V es union disjunta de dos conjuntos U y W toda rama e(E tiene un extremo en V y otro en W.

Teorema

Un grafo es bipartito sii cualquiera de sus ciclos (si tuviera) tiene un numero finito de ramas.

Def  Un grafo es hamiltoniano si tiene un ciclo hamiltoniano. Un ciclo es hamiltoniano si pasa por todos los vertices de V solo una vez. Un camino es hamiltoniano si pasa por todos los vertices una sola vez.

Ejercicio Si G es hamiltoniano tiene un camino hamiltoniano. Si G tiene un camino hamiltoniano puede no tener un ciclo hamiltoniano.

No se conoce una condicion necesaria y suficiente para que un grafo sea hamiltoniano. Se conocen condiciones suficientes. Si un grafo tiene suficiente numero de ramas puede ser hamiltoniano. 

Ejercicio  Sea Kn el grafo de n vertices tal que todo par de vertices son adyacentes, es decir, u,v(V implica (u,v)(E. El cardinal de E=
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. Kn tiene (n-1)! ciclos hamiltonianos.

La siguiente da una condicion suficiente para que un grafo sea hamiltoniano.

Teorema  (Ore,1960)

Sea n el numero de vertices de un grafo G=(V,E) . Si para todo par u,v(V de vertices no adyacentes se tiene que gr(u)+gr(v)(n entonces G es hamiltoniano.

Demostracion

Demostraremos que si G no es hamiltoniano no se da la condicion gr(u)+gr(v)(n.

Por contradiccion, supongamos que G no es hamiltoniano y que se satisface la condicion susodicha. Esta claro que si agregamos una rama a G dicha condicion se satisface a fortiori. Además si agregamos suficientes ramas G se convertira en Kn que es hamiltoniano. Por lo tanto, existe un G' que no es hamiltoniano pero se vuelve hamiltoniano con solo agregarle una rama. Sea (u,v) una tal rama. Entonces en el grafo G'+(u,v) tendremos un ciclo hamiltoniano u,v2,v3,...,vn-1v,u. Observemos ahora en G' tenemos un camino hamiltoniano: u,v2,v3,...,vn-1v.

     ( (     ( (       (  (
u= v1  v2 ...vi vi+1 ...vn-1 vn =v

Ademas observemos que en este camino no pueden ser adyacentes v1 vi+1 y vivn simultaneamente porque el siguiente seria un ciclo hamiltoniano en G'.

     ( (     ( (       (  (
v1 vi+1 vi+2 ...vn vi vi-1...v1
     v1  v2 ...vi vi+1 ...vn-1 vn 

Ahora bien, llamemos aik=1 si vi,vk son adyacentes aik=0 en caso contrario

grado(u)= 1+ a13+ a14...+ a1n-1

grado (v)= a2n+a3n+...+an-2 n+1

Sumando estas igualdades:

grado(u) + grado (v)=2+ (a13+ a2n)+ (a14 +a3n)+...+( a1n-1+ an-2 n)

Ninguno de los parentesis  puede mayor que 1 por lo señalado más arriba y hay n-3 parentesis:

grado(u) + grado (v)( 2+ n-3 = n-1. Por lo tanto no se da grado(u) + grado (v)<n . Hemos llegado a una contradiccion(
Corolario (Dirac, 1950)

Si u(V gr(u)(n/2 entonces G es hamiltoniano.

Def  Un torneo es un digrafo tal que para cualquier par u,v(V se tiene u(v o bien  v(u.

Teorema (Redei, 1934)

En un torneo hay un camino dirigido hamiltoniano, es decir, que pasa por todos los puntos del digrafo una sola vez.

Demostracion

Por induccion. Sea v1(v2(...(vn con n<(V( un camino dirigido. Mostramos que podemos construir otro camino con n+1 nodos. Elijamos otro nodo u cualquiera. Si u(v1 queda construido el camino u(v1 (v2(... vn-1(  vn. Si no, hay dos posibilidades: 

v1       v2    ...     vi   vi+1   ...     vn-1  vn
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1. Hay un vi tal que vi(u y u(vi+1 en cuyo caso tenemos el camino 

2. Para todo i=1,2,...,n  se tiene vi(u en cuyo caso tenemos el camino 

v1( v2 (...vi( vi+1 (... vn-1  (vn( u  (
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