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Max Flujo y Matching


1. Problema del máximo flujo
Sea G(V,E) un grafo dirigido, s y t dos de sus vertices que llamaremos fuente y terminal. Sea x(u,v), (u,v)(E una funcion definida sobre E que llamamos flujo. 

Dado un u(V llamaremos flujo que sale de u:

(v: (u,v)(E  x(u,v)








(1)

Llamaremos flujo que entra en u: 

(v: (v,u)(E  x(v,u)








(2)

Y llamaremos a (1)menos(2) flujo neto y supondremos que es nulo para todo u excepto s y t.

Lema 1

El flujo neto que sale de s es igual al flujo neto que entra en t .

Ejemplo

Ejercicio

Demostrar el lema 1.

Valor del flujo

Al flujo neto que sale de s lo llamaremos valor del flujo x y escribiremos (x(
Capacidad de las flechas

Supondremos que x satisface  0(x(e)(c(e) donde c(e) lo llamaremos la capacidad de e(E. En virtud de la acotación, (x( esta acotado por la suma de las capacidades de las flechas que salen de la fuente s.

Resumiendo, consideremos un grafo dirigido G=(V,E)  y dos vertices s y t en el cual tenemos asignado un numero c(e)(0 e(E que llamamos capacidad de la flecha. Llamamos flujo a una funcion x(e) e(E tal que 

1) 0(x(e)(c(e)  e(E 

2) (v: (u,v)(E  x(u,v)= (v: (v,u)(E  x(v,u)    (u(s,t)

El problema que planteamos es maximizar (x(=(v: (s,v)(E  x(u,v)- (v: (v,s)(E  x(v,u)

2. Teorema de Ford y Fulkerson
Camino

En un grafo dirigido llamaremos camino a una sucesion de flechas tal que dos sucesivas entran o salen del mismo vertice. La novedad es que admitimos que flechas sucesivas pueden tener dirección opuesta. Por ejemplo, el siguiente sería un camino:

0 ( 1( 2 (3 (4( 5






(3)

Camino aumentativo

Sea un flujo x y sea un camino tal que :

x(e)<c(e) si e es una flecha orientada hacia la terminal.

x(e)>0  si e es una flecha hacia la fuente.

A un tal camino lo llamaremos camino aumentativo.
Ejemplo

Supongamos que tuvieramos definido un flujo y sea (3) un camino aumentativo desde la fuente a la terminal donde tengamos 

x(1,0)=6
...  

x(1,2)=2     c(1,2) =15

x(2,3)=8     c(2,3) =11

x(4,3) =4
...

x(4,5) = 12  c(4,5)=17

Altereremos los valores de x sumando ( si la flecha va hacia la terminal y restando si va en sentido opuesto 

x(1,0)= 6 - (  

x(1,2)= 2 + (     c(1,2) =15

x(2,3)= 8 + (      c(2,3) =11

x(4,3) = 4 - (
x(4,5) =12 + (    c(4,5)=17

Observemos entonces que en los vertices 1,2,3,4 el flujo neto sigue siendo nulo mientras que el flujo neto que sale de s  y el flujo neto que entra en t aumentan en (. Este ( no puede ser mayor a c-x en las flechas hacia t y no puede ser mayor que x en las flechas hacia s. Es decir, 

(( min {6, (15-2), (11-8), 4, (17-12)}= 3.

Lema 2

Si alteramos un flujo x en las flechas de un camino aumentativo desde s a t sumando ( si la flecha va hacia la terminal y restando si va en sentido opuesto donde:

(= Minimo{ min e avanza {c(e)-x(e)} , mine retrocede {x(e)} }


(4)

entonces obtenemos otro flujo cuyo valor es (x(+ (.

Demostracion : Ejercicio!

Por lo tanto, dado un flujo x se puede aumentar su valor (x( si se conoce un camino aumentativo de s a t. Aplicando el algoritmo "search" podemos encontrar tal camino aumentativo desde s a t y modificar x para aumentar (x(. Si no hay tal camino aumentativo mostramos mas adelante que (x( es máximo. 

Algoritmo (Ford y Fulkerson)

x=0

loop: Buscar camino aumentativo

Si hay camino aumentar (x(y go to loop

Si no, stop

Integralidad de la solucion

Observemos el hecho interesante que si la c(e)(0 es entera entonces x(e) se mantendra entera porque las sucesivas modificaciones son (( que por (4) es entero.  Ademas esto asegura que el algoritmo terminará en un numero finito de pasos porque en c/iteracion el aumento de (x( es (1 y (x( está acotado .

Supongamos que los posibles valores de x(e) son 0 o 1 para todo e(E. Entonces usando las flechas e para las cuales x(e)=1 se pueden formar caminos dirigidos de s a t  que no tienen flechas comunes y cuyo número es (x(. Viceversa, si tenemos un conjunto de caminos de s a t disjuntos por flechas queda definido un flujo con posibles valores 0 y 1. 

Lema 3

Si x(e)=0,1 para todo e entonces el maximo numero de caminos dirigidos de s a t que no tienen flechas comunes es igual el maximo (x( 

 


Para justificar el algoritmo de mas arriba nos falta demostrar que cuando no hay camino aumentativo (x( ha llegado al máximo. Observemos que si no hay camino aumentativo de s a t esto significa que todos los u(V accesibles desde s por un camino aumentativo forman un subconjunto de V que no contiene a t.

Definicion

Consideremos un subconjunto de vertices A(V que contiene a s pero no a t . Llamemos al subconjunto de flechas (u,v)(E tal que u(A y v( V\A un corte. Lo indicaremos con  (A= {(u,v): u(A y v(V\A }. Llamemos capacidad del corte a la suma de las capacidades de las flechas de (A. c((A)= ((u,v)((A c(u,v)

Lema 4

Sea x un flujo cualquiera y A un conjunto cualquiera de vertices que contiene a s pero no a t entonces (x(= (flujo que sale de A)-(flujo que entra en A), es decir,

(x(=(u(A,v( A x(u,v) - (v( A,u(A x(v,u)





(5)

Demostracion: ejercicio!

Lema 5

El valor de cualquier flujo es menor o igual que la capacidad de cualquier corte.

Demostracion
Como x (0, por el lema anterior es(x(( (u(A,v( A x(u,v)  y como x(c es

(x(( (u(A,v( A c(u,v) =  c((A)
(





(6)

Veamos ahora que cuando el algoritmo se detiene (x( es máxima. Sea A el subconjunto de vertices accesibles desde s. Entonces si u(A y v( A debe ser x(u,v)= c(u,v) porque si no podriamos extender el camino mas allá de u. En cambio si v(A y u( A entonces debe ser x(u,v)=0 por la misma razón. Por (4) resulta (x(=(u(A,v( A c(u,v)= c((A). En virtud de (6) concluimos

Teorema 6 (Ford y Fulkerson, 1962)

El maximo flujo es igual al minimo corte. (
Definición

En un grafo dirigido un conjunto de flechas S tal que todo camino dirigido de s a t contiene una flecha de S, decimos que S separa a s de t.

Lema

Un corte separa a s de t y un conjunto de flechas que separa a s de t es un corte.

Demostracion Ejercicio!

Teorema 7  (Menger)

En un grafo dirigido el numero mínimo de flechas que separa a s de t es igual al maximo número de caminos dirigidos disjuntos de flechas que unen s con t.

Nota Advirtamos que si dos caminos dirigidos no tienen flechas comunes pueden tener vertices comunes. En cambio si dos caminos no tienen vertices comunes no tienen tampoco flechas comunes. 

3. Matching
En un salon de baile hay m mujeres y n hombres. Cada mujer prefiere a un subconjunto de los hombres. Bajo estas condiciones se trata de armar un máximo número de parejas. Este es un caso del problema general siguiente:

Definicion

Sea G=(U(V, E) un grafo bipartito. Un subconjunto de ramas de E es un matching si sus extremos son disjuntos. En general, en un grafo cualquiera G=(V,E) un matching es un subconjunto de ramas de E cuyos extremos son disjuntos.

Resolveremos el problema de hallar un matching de un numero maximo de ramas en el caso bipartito. Construyamos un grafo dirigido G' reemplazando en G las ramas (u,v)(E por flechas u(v. Además añadimos un vertice s desde donde emanan flechas hacia c/u( U y otro vertice t adonde convergen flechas desde cada v( V. 

Un camino dirigido de s a t  en G' tiene la forma s(u(v(t. 


Dos pares de ramas en G son disjuntas sii los caminos s(u(v(t respectivos en G' son disjuntos en flechas. Asi el maximo cardinal de un matching es = al maximo numero de caminos disjuntos de flechas s(u(v(t. Por lema 3 este numero se puede calcular como el maximo de flujos x(e)=0,1. Para ello, en G' es suficiente requerir que las flechas de la forma s(u y  v(t tengan capacidad 1. 

Teorema 8

El maximo numero de ramas de un matching en un grafo bipartito es igual al maximo flujo en G' si fijamos las capacidades de las flechas s(u y  v(t igual a 1. A las flechas u(v le podemos dar capacidad (.

Ejercicio
Adapte el algoritmo de Ford y Fulkerson a la solucion del problema de max matching.

Sistema de representantes

Definicion

Si un matching en un grafo bipartito (U(V,E) incluye todos los vertices de U, decimos que es completo. Observamos que un matching completo es máximo.

Sean S1,...,Sm conjuntos y S=S1( ... (Sm ={a1,...,an}. Se trata de extraer m elementos distintos de S: ai1,...aim tal que ai1(S1 ,..., aim(Sm. Es posible?

Sea U= {S1,...,Sm} y V= {a1,...,an}. Consideremos que Si es adyacente a ak si ak(Si. Esto define un grafo bipartito. Hallemos un maximo matching para este grafo . Si el resultante matching es completo, el problema tiene solución.

Definicion  

Sea G=(V,E) un grafo y sea C(V un subconjunto de vértices. Decimos que C es un cubrimiento por vértices si cualquier e(E tiene un extremo que pertenece a C.

Lema 9

El numero de ramas de un maximo matching en un grafo no supera al numero de vertices del mínimo cubrimiento por vertices

Demostración  

Sea M(E un matching y C(V un cubrimiento. Para cada e(M hay un extremo que pertenece a C. Por lo tanto, (M(((C( (
Teorema 10 (Koenig, 1931)

Sea G=(U(W,E) grafo bipartito. El número de ramas de un matching máximo es igual al mínimo número de vértices de un cubrimiento por vértices (compare con lema 9).

Demostracion 

En el teorema 8 habiamos visto que un matching maximo en G es igual al flujo maximo en G'. En este teorema mostramos que dicho maximo flujo es igual al cardinal de un cubrimiento en G. Por el lema 9 quedará así demostrado este teorema.

Sea (A un mínimo corte en G'. Advirtamos que

a) s(A y t(A

b) Las flechas (u,v) con u en U y v(W no pertenecen a (A porque c(u,v)=(
c) Las flechas (s,u) ((A para u(P donde  P={u: u(U/A}

d) Las flechas (w,t)((A para w(Q donde Q={v: v(W(A}

Como la capacidad de las flechas c) y d) es 1 la capacidad del minimo corte es el cardinal de P + cardinal de Q. Por tanto, este numero es tambien igual al maximo flujo.

Terminamos demostrando que P(Q es un cubrimiento en G. 

Si u(P y w(Q entonces u(A y w(A y (u,w) perteneceria (A lo que no es por b). Por lo tanto por lo menos uno de los extremos de (u,w) pertenece a P(Q (
Teorema 10  (Hall, 1935)

Sea G=(U(V,E) un grafo bipartito. El grafo admite un matching completo sii se cumple la condición que para todo subconjunto A(U es (A( ( (R(A)( .

Nota: R(A)= {v(V/ (u,v)(E y u(A}.

Demostracion

La necesidad de la condicion es obvia. Para demostrar la suficiencia supongamos que el maximo matching fuera menor que (U(. Por el teor anterior el minimo cubrimiento es igualmente menor que (U(. Sea A(B (A(U, B(V) un tal cubrimiento asi que (A(B(= (A(+(B(<(U(. Si (u,v)(E y u(U\A entonces v(B. 

Resulta (R(U\A)(((B( < (U(-(A(= (U\A( . No se cumple la condición. (
Teorema 11  (Koenig-Egervary, 1931)

Sea A una matriz cuyos elementos aij  son ceros o unos. El máximo número de unos que no pertenecen a la misma fila ni misma columna es igual al mínimo número de filas y columnas que contienen a todos los unos.

Demostracion

Sea U={i} el conjunto de las filas y sea V={j} el conjunto de las columnas. Definamos E como el conjunto de los pares (i,j) tales que aij=1. Sea G=(P(Q,E)

Un conjunto de ramas (i,j)(E que difieran en su primera y segunda coordenada es un matching en G.

Un conjunto A (U más conjunto B(V tales que cualquier (i,j)(E tiene su i en A o j en B constituye un cubrimiento de G.

Asi se ve que este teorema es una consecuencia del teorema de Koenig de más arriba(
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x(1,2)=x(2,4)+x(2,3)


x(1,3)+x(2,3)=x(3,4)


Sumando


x(1,2)+x(1,3)=x(2,4)+x(3,4)





En este grafo suponemos que x(e)=1 para las flechas llenas, x(e)=0 en las flechas punteadas y (x(=2. Se observan dos caminos de s a t cuyas flechas son disjuntas.  
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