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Introduccion

Estas notas estdn pensadas como un complemento de mi curso de Topologia Algebraica
del IT Encuentro Nacional de Algebra (Vaquerias, Agosto 2004). El objetivo principal de
este curso es mostrar las ideas y herramientas bésicas de la topologia algebraica, haciendo
principal hincapié en las teorias de homologia de espacios topoldgicos y sus aplicaciones.

Las notas estdan divididas en tres capitulos. Cada capitulo cuenta a su vez con algunas
secciones y al final de varias de las secciones hay listas de ejercicios.

El primer capitulo trata sobre homotopia, deformaciones, poliedros y CW-complejos.
En el segundo capitulo se desarrollan las teorias de homologia singular y simplicial. En el
tercer capitulo estudiamos varias aplicaciones de la homologia.

Los resultados que se exponen en estas notas pueden ser consultados en varios libros
conocidos de Topologia Algebraica, detallados en la bibliografia al final de las notas.
Sin embargo, el enfoque que aqui se le da a algunos de los temas, como asi también
algunos ejemplos y demostraciones son distintos de los que se pueden encontrar en los
libros tradicionales de la materia.

Quiero agradecer a Miguel Ottina por sus sugerencias y su ayuda con la correccion de
estas notas.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo repasaremos las nociones de homotopia y homotopia relativa. Estudiare-
mos deformaciones de espacios e introduciremos algunas herramientas béasicas de la teoria
de homotopia como son los conos y cilindros de espacios y funciones. Luego estudiaremos
algunos espacios que tienen muy buenas propiedades y que se utilizan mucho en topologia
como los poliedros y, en general, los CW-complejos.

1.1 Homotopias y Deformaciones

Comencemos recordando que dos funciones continuas f,g : X — Y son homotdpicas si
una puede deformarse continuamente en la otra, es decir, si existe una funcién continua
H : X x I — Y, llamada homotopia de f a g, tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z)
para todo = € X (I denota el intervalo [0,1] C R). En este caso denotaremos f ~ g é
H : f ~ g si queremos especificar una homotopia H de f a g.

Recordemos también que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de funciones
continuas de X a Y. Por ejemplo, para probar que la relacion es simétrica, usamos que, si
H : f ~ g, entonces H : g ~ f, donde H(x,t) = H(z,1—t). Para probar la transitividad se
usa la composicion vertical de homotopias H : f ~ gy G : g ~ h (denotada H«G : f ~ h)
y que estd definida por

1.1.1 Definicién y Observaciéon. Dado un espacio X, definimos el cilindro de X como
el espacio IX = X x I. Notar que se tienen las inclusiones ig, i1 : X — I X definidas por
io(z) = (x,0) y por i1(z) = (x,1), es decir, las inclusiones de X en la tapa de abajo y de
arriba del cilindro. Por lo tanto una homotopia entre dos funciones f y g no es otra cosa
que una funcién continua H definida en el cilindro de X tal que la restriccién a las tapas
del cilindro son respectivamente f y g.
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1.1.2 Definicién. Se define el cono de un espacio X como el espacio que se obtiene del
cilindro de X identificando todos los puntos de una tapa en uno solo. Es decir,

CX =1IX/~

donde (z,0) ~ (2/,0) Vz,z’ € X, con la topologia cociente. Notamos con (z,t) la clase en
el cociente. Observar que se tiene una inclusiéon de X en la tapa del cono, j : X — CX,

J(x) = (x,1).
j g
X X
1.1.3 Ejemplo. El cono de la esfera n-dimensional S* = {x € R""! ||z|| = 1} es
el disco unitario (n + 1)-dimensional D"*! = {z € R""! ||z|| < 1} y la inclusién

j:8" — C8™ = D" es la inclusién en el borde del disco.

1.1.4 Definicion. Una funcién continua f : X — Y se dice null homotdpica si es ho-
motépica a alguna funcién constante ¢: X — Y.

1.1.5 Proposicion. f: X — Y es null homotdpica si y solo si se puede extender con-
tinuamente al cono de X, es decir, si existe una funcion continua f : CX — 'Y tal que

fi=1.

La demostracién de esta proposicion es simple y se deja como ejercicio al lector. Note-
mos que para el caso particular de X = S™ se deduce que una funcién continua f : S™ — Y
se puede extender a todo el disco si y sélo si es homotdpica a una constante. De todas
formas, volveremos a este resultado més adelante y lo ampliaremos.

Ahora comenzaremos a estudiar las deformaciones de espacios. Para eso necesitamos
definir la idea de equivalencia homotdpica.

1.1.6 Definicién. Una funcién continua f : X — Y es una equivalencia homotdpica si
existe g : Y — X continua tal que fg >~ ly yv gf ~ 1x, donde 1x : X — X denota
la funcién identidad de X. La funciéon g : Y — X es una inversa homotopica de f.
Dos espacios X,Y son equivalentes homotépicos (o tienen el mismo tipo homotépico) si
existe alguna f : X — Y equivalencia homotdpica. Un espacio X se dice contractil si es
equivalente homotdpico al espacio de un solo punto .
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1.1.7 Ejemplos.

(a) Todo convexo de R™ es contractil. Més en general, todo espacio estrellado de R™ es

(b)

contractil (un espacio estrellado X es un espacio que contiene todos los segmentos
que unen los puntos de X con un punto base xzg € X).

La inclusion

i: 8" — R {0}
es una equivalencia homotdpica con inversa homotdpica
r: RV {0} — S”

definida por r(z) = H%H
Definimos el peine P C R? como el subespacio de R? que se obtiene uniendo el
segmento que va desde el origen al punto (1,0) con el segmento que une el origen
con el (0,1) y todos los segmentos que van desde el (1,0) hasta el (£,1) para todo
n € N. Se puede probar que el peine es contractil: una deformacién posible del
espacio en el origen es primero bajando todos los puntos al segmento horizontal y
luego deformar ese segmento al origen.

01 (wny (%]

(X (1/2,0) (1,0)
Peine

1.1.8 Observacion. El cono CX es contrictil (cualquiera sea el espacio X). Una homo-
topia H : CX x I — CX entre una constante y la identidad puede ser definida como

H((z,t),s) = (z,ts)

La demostracion de la siguiente proposicién es simple y queda como ejercicio para el
lector.

1.1.9 Proposicién. Sea X un espacio. Son equivalentes

(a) X es contrdctil.

(b) La identidad 1x es null homotdpica.

(¢) La identidad es homotdpica a toda funcion constante ¢ : X — X.

(d) Toda f:Y — X continua es null homotdpica (para cualquier espacio Y ).

(e) Toda g: X — Z continua es null homotdpica (para cualquier espacio Z ).
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Muchas veces se necesita trabajar con homotopias de funciones que sean constantes en
un subespacio. Por ejemplo, para definir el grupo fundamental de un espacio se utilizan
homotopias de lazos que en cada instante de la deformacion mantengan fijos los puntos
extremos. Concretamente:

1.1.10 Definicién. Sean f,g: X — Y continuas y A C X subespacio tal que f|4 = g|a.
Decimos que f es homotépica a g relativo a A (y notamos f ~ g rel A) si existe una
homotopia H : f ~ g que cumpla ademds H(a,t) = f(a) = g(a) Ya € A,t € I.

Por ejemplo, un espacio estrellado de R™ a partir de un punto zp (es decir que el
espacio contiene todos los segmentos que unen sus puntos a xg) es contréctil relativo a
xg. Geométricamente esto dice que el espacio se puede deformar en el punto zg y en la
deformacidén el punto o se mantiene fijo todo el tiempo.

El peine P C R? es contractil pero no es contractil relativo al punto (0,1) € P ya que
durante la deformacién del espacio en ese punto, el punto en cuestién no puede mantenerse
fijo (debido a la topologia que tiene el peine).

Ahora trataremos de clarificar un poco las distintas nociones de deformacion de un
espacio en un subespacio.

1.1.11 Definicién. Un subespacio A C X es un retracto si existe una funcién continua
r : X — A llamada retraccién tal que ri = 14 (donde i : A — X es la inclusién del
subespacio).

Por ejemplo, dado un espacio X cualquiera y un punto x € X entonces el subespacio
A = {z} es siempre un retracto de todo el espacio.
Veremos més adelante que S™ no es retracto de D" 11

1.1.12 Definicién. Decimos que A C X es un retracto por deformacién si existe una
funcién continua r : X — A tal que ri = 14 (es decir, un retracto) que ademds cumple
ir ~ 1x (es decir, r es un retracto que es también equivalencia homotépica). A serd un
retracto por deformacién fuerte si la homotopia ir ~ 1x es relativa a A.

Por ejemplo, un punto z € X es un retracto por deformacion si y sélo si X es contractil.
Mas atn, z € X es retracto por deformacién fuerte si X es contractil relativo al punto x.

Habiamos visto anteriormente que una funcién continua f : S™ — X se podia extender
al disco si y s6lo si f era null homotopica. Ampliamos este resultado en el siguiente
teorema.

1.1.13 Teorema. Sea f : S™ — X continua y sea s € S™. Son equivalentes.
(a) f es null homotdpica.
(b) f se puede extender continuamente al disco D"*!.

(c) f es null homotdpica relativo a s.
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Demostracion. La implicacién (a) = (b) es caso particular de 1.1.5 y (¢) = (a) es clara.
Sélo debemos verificar (b) = (c).

Supongamos entonces que f se extiende a una funcién f : D""! — X. Definimos
entonces una homotopia H : S™ x I — X como

H(z,t) = f(tx+ (1 —1t)s)
Es facil comprobar que H estd bien definida, es continua y cumple lo pedido. O

1.1.14 Corolario. Si X es contrdctil, toda funcion continua f : S™ — X se extiende
continuamente a D",

Dada una funcién continua f : X — Y definimos el cilindro de f como el espacio Z;
que se obtiene tomando la unién disjunta del cilindro de X, I.X, con el espacio Y y luego
identificando los puntos (x,0) € IX con los puntos f(z) € Y. Es decir,

Zy=IX[[Y/ ~

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por (z,0) ~ f(x).

Notar que una funcién continua g : Zy — W queda determinada por un par de
funciones continuas g1 : IX — Wy g2 : Y — W tales que g1(z,0) = g2(f(x)). Observar
también que se tienen las inclusiones i : X — Z; definida por i(z) = (z,1) y j: Y — Z¢
definida por j(y) = y.

Dejaremos como ejercicio para el lector la demostracién que la inclusién j : Y — Zy es
un retracto por deformacién fuerte. La inclusién ¢ : X — Zy también tiene una propiedad
muy interesante y es la propiedad de extensién de homotopias. De hecho, las funciones
que tienen esta propiedad se llaman cofibraciones pero no estudiaremos este fenémeno en
estas notas.

Notas sobre pares topolégicos

Muchas veces en topologia algebraica se necesita trabajar con pares topoldgicos (veremos
esto en la préxima seccién y en los préximos capitulos).
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Un par topoldgico (X, A) consiste en un espacio topoldgico X y un subespacio A C X.
Un morfismo de pares f : (X, A) — (Y, B) es una funcién continua f : X — Y tal que
f(A) C B. Analogamente, una homotopia entre morfismos de pares es una homotopia
H:XxI—Y tal que H(a,t) € BYa€ A, tel.

Tomando A = () podemos identificar a un espacio X con el par (X,0) y si x € X
podemos identificar al espacio punteado (X, x) con el par (X, {z}).

1.1.15 Definicién. Un par (X, A) se dice bueno si X es Hausdorff, A C X es cerrado
y existe un abierto U C X tal que A C U y la inclusién ¢ : A — U es retracto por
deformacién fuerte.

Por ejemplo el par (D", S"~!) es un par bueno tomando U = D" — {0}. Ampliaremos
este tema en la proxima seccién.

Ejercicios Seccion 1.1

(a) Probar la proposicién 1.1.5.

(b) Sean X y Z espacios contréictiles. Probar que tienen el mismo tipo homotdpico y
que cualquier funcién continua entre ellos es una equivalencia homotédpica.

(c) Probar que la inmersién i : D" — D! definida por i(x1,...,7,) = (21,...,2n,0)
es un retracto por deformacién fuerte.

(d) Probar que la inclusién de S"~! como el ecuador de S™, se puede extender a las
inmersiones i~,iT : D" — S™ del disco en el hemisferio sur (resp. norte) de la
esfera. Mas atin, i~ e it son homotépicas pero no son homotépicas relativas a S™~ 1.

(e) Probar que un espacio X es contractil si y s6lo si es retracto de su cono (es decir,
existe r : CX — X tal que ri = 1x).

(f) Sea A C X subespacio y supongamos existe una funcién continua H : X x [ — X

tal que
1. H(z,0) =2z Vz e X
2. HAxI)C A
3. H(a,1) =apVa € A

Probar que la funcién cociente g : X — X/A es una equivalencia homotdpica.

(g) Sea f: X — Y continua. Se define el cono de f como el espacio C¢ que se obtiene

pegando el cono de X con el espacio Y e identificando los puntos (z,1) del cono de
X con los puntos f(x) de Y. Notar que se tiene una inclusién i : Y — Cy. Dada
una funcién continua g : Y — W, probar que gf : X — W es nullhomotépica si y
sélo si g se puede extender continuamente de Y a C.

(h) Sea f: X — Y continua y sea Zy el cilindro de f. Probar que la inclusién j : Y — Z;
es un retracto por deformacién fuerte.
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1.2 Complejos Simpliciales y Poliedros

Ahora estudiaremos la teoria bésica de los poliedros, que son espacios que se pueden
describir y analizar en forma combinatoria.

Un poliedro es esencialmente un espacio topolégico que admite una triangulacién por
un complejo simplicial. Los complejos simpliciales quedan definidos por sus vértices y
simplices, donde cada m-simplex serd un conjunto de n + 1 vértices. A cada complejo
simplicial K se le asociara un espacio topoldgico, que llamaremos la realizacién geométrica
de K, que se construye pegando convexos determinados por los simplices.

1.2.1 Definicién. Un complejo simplicial K consiste en un conjunto de vértices Vx y un
conjunto Sx cuyos elementos son subconjuntos finitos no vacios de Vi (llamados simplices)
con las siguientes propiedades:

(a) Todo vértice de K es un simplex (es decir, Sk contiene todos los subconjuntos de
un elemento de V).

(b) Todo subconjunto no vacio de un simplex es un simplex (es decir, si s € S y s’ C s
es no vacio, entonces s’ € Sk).

Si s € Sk tiene n + 1 elementos, decimos que s es un n-simplex 6, equivalentemente,
que dim s = n. Por lo tanto los vértices son los O-simplices de K.

1.2.2 Ejemplos.

(a) Si A es un conjunto no vacio cualquiera, podemos definir un complejo simplicial a
partir de A tomando como vértices todos los elementos de A y como simplices todos
los subconjuntos finitos y no vacios de A.

(b) Sea K el complejo simplicial con 3 vértices a, b, ¢ y cuyos simplices son todos los sub-
conjuntos no vacios de {a,b,c}. A este complejo le asociaremos luego un tridngulo
lleno , es decir, el 2-simplex topoldgico (combinaciones convexas de 3 vértices afin-
mente independientes).

(¢) Sea K el complejo simplicial con 3 vértices a,b,c y cuyos simplices son todos los
subconjuntos de {a, b, c} salvo el conjunto {a,b,c}. A este complejo le asociaremos
el borde del triangulo, es decir el borde del 2-simplex topoldgico.

(d) Al complejo simplicial K con vértices Vi = Z y simplices
Sk ={{n},{n,n+1}, n€Z}
le asociaremos el espacio topolégico R.

Como los vértices de K son los O-simplices, entonces K queda determinado por sus
simplices y por abuso de notacién escribiremos s € K si s es un simplex de K.

Sis, s’ € Kys C s diremos que s’ es una cara de s y si ademds s’ # s entonces es
una cara propia de s.
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Dado un simplex s de un complejo simplicial K podemos formar un nuevo complejo
simplicial 5 cuyos simplices son todas las caras de s y un complejo simplicial § cuyos
simplices son todas las caras propias de s.

El n-esqueleto de un complejo simplicial K es el complejo simplicial K™ que consiste
en todos los simplices de K de dimensién menor o igual a n. Por ejemplo, el 0-esqueleto
es el conjunto de vértices de K.

Decimos que K tiene dimension n si tiene n-simplices pero no tiene simplices de di-
mensién n + 1. Notar que esto implica que tampoco tiene simplices de dimensién mayor
an+ 1. Decimos que K tiene dimensién infinita si tiene n-simplices para todo n. Un
complejo simplicial K es finito si tiene finitos vértices, o equivalentemente, si tiene finitos
simplices.

1.2.3 Definicién. Dado n > 0, el n-simplex topoldgico es el subespacio

A" = {(tg, t1,...,t,) € R* L Zti =1, t; >0Vi} c R*"?

N0 N A2

Observar que todo punto (tg,t1,...,t,) € A™ puede ser visto como una funcién
a:{vo,v1,...,0n} — I
tal que > «a(v;) = 1, donde vy, ..., v, son los vértices del simplex topolégico. Esto motiva

la siguiente definicién.

1.2.4 Definicién. Sea K complejo simplicial. Definimos el conjunto |K| de funciones
a: Vg — I tales que

(a) {v| a(v) # 0} es un simplex en K (en particular, el soporte de « es finito).

(b) 2pev; @v) =1

Definimos una distancia en |K| con la siguiente férmula

d(a, B) = \/me) ~ B(v))?

Notamos |K|; a este espacio métrico.

En realidad, el espacio topolégico que le asociaremos a K no es este espacio métrico
sino un espacio topolégico con el mismo conjunto subyacente que localmente es como |K|4.
Si s es un simplex en K, definimos el conjunto |s| C |K| como

|s| = {a € |K|, a(v) =0Vov ¢ s}.

Observar que, si dim s = n, entonces |s| estd en biyeccién con A™ porque una funcién «
que se anula fuera de s puede ser vista como una (n + 1)-upla (tg,...,t,) € A™.
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1.2.5 Definicion. Dado un complejo simplicial K, consideramos para todo s € K el
espacio métrico |s|q con la métrica definida anteriormente (con lo cual |s|g queda home-
omorfo a A™) y le damos al conjunto |K| la topologia coherente (final) respecto a todos
sus simplices. Explicitamente,

A C |K| es abierto (resp. cerrado) sii AN |s|g es abierto (resp. cerrado) en [s|g Vs € K.

Notaremos con | K| a este espacio topoldgico y lo llamaremos la realizacién geométrica de
K.

Observar que una funcién f : |K| — X es continua si y sélo si las restricciones
f :|s|la — X son continuas para todo s € K. En particular la identidad 1 : |K| — |K|4 es
continua y por lo tanto |K| es un espacio Hausdorff.

1.2.6 Definicién. Sea s € K. Definimos el simplex abierto < s >C |K| como el sube-
spacio
<s>={a€|K|, a(v)#0siive s}

Observar que < s > es un abierto de |s|; (equivale a los puntos del simplex que no
estdn en el borde) pero en general no es abierto en |K]|.

1.2.7 Proposicion.

(a) Todo A C |K| contiene un subespacio A’ discreto que consiste en un punto exacta-
mente por cada < s > que inteseca a A.

(b) Si A C |K| es compacto, entonces interseca finitos < s >. En particular, |K| es
compacto si y sélo si K es finito.

La demostracion de este resultado queda como ejercicio interesante para el lector.

1.2.8 Definicién. Una triangulacién de un espacio X es un par (K, f) con K complejo
simplicial y f : |[K| — X un homeomorfismo. Un poliedro es un espacio X que admite
alguna triangulacién.

Observar que un poliedro puede admitir varias triangulaciones diferentes.
Las esferas, los discos, el toro, R™ y los espacios proyectivos son ejemplos de poliedros.
Como ejercicio para el lector queda encontrarles diferentes triangulaciones a estos espacios.

1.2.9 Observacion. Siv es un vértice de K, definimos la caracteristica de v como la funcién
v: Vg —1

De esta manera podemos identificar los vértices de K con los puntos correspondientes
en el espacio |K|. Por ejemplo, si K estd compuesto por los simplices {0}, {1},{0,1} su
realizacién es
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Notar ademés que toda a € | K| se escribe como

o= Z a(v).v

veVEk

y por lo tanto todo elemento del espacio |K| se puede escribir en forma tnica como
combinacién convexa de finitos vértices de K (con la condicién que las coordenadas a(v)
sean no nulas).

1.2.10 Definicién. Un morfismo simplicial f : K — L entre complejos simpliciales es
una funcién (de conjuntos) f : Vi — V tal que f(s) es un simplex de L si s es simplex
de K.

Un morfismo simplicial f : K — L induce una funcién continua |f| : |K| — |L| definida
por

@)= > av)
flv)=v'

Notar que si escribimos a o € |K| como una combinacién convexa o = > a(v).v,
entonces |f|(a) = > a(v).f(v). Por lo tanto |f| es lineal en cada simplex |s|, en particular
|f| es continua.

1.2.11 Ejemplo. Si K es un 2-simplex con vértices a, b, ¢ y L es un 1-simplex con vértices
0,1, entonces la funcién f : Vg — Vi definida por f(a) = f(b) = 0, f(c) = 1 define un
morfismo simplicial de K a L y su realizacién |f| : |[K| = A2 — |L| = Al es la funcién
f(to,t1,t2) = (to + t1,t2).

Un subcomplejo L C K es un complejo simplicial cuyos vértices y simplices son sub-
conjuntos de los vértices y simplices de K (y por lo tanto la inclusién es un morfismo
simplicial).

El subcomplejo L C K se dice pleno si todo simplex de K cuyos vértices estan en L
es un simplex de L. Por ejemplo, el borde de un tridngulo lleno (2-simplex) no es pleno
(los 3 vértices estan en L pero todo el 2-simplex no estd en L).En cambio, cada vértice y
cada lado es un subcomplejo pleno de K.

Subdivisién Baricéntrica y Aproximaciéon Simplicial

1.2.12 Definicién. Sea s = {vy,...,v,} un n-simplex de K. Definimos el baricentro de
s como el punto b(s) € |K| dado por

Observar que b(s) €< s >.

Por ejemplo, el baricentro de un 0-simplex s = {v} es b(s) = v € |K]| y el baricentro
de un 1-simplex s = {vp, v1} es el punto medio del segmento que une vy con v; en |K]|.
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1.2.13 Definiciéon. Dado un complejo simplicial K, definimos su subdivisiéon baricéntrica
como el complejo simplicial sd K cuyos vértices son todos los baricentros de los simplices
de K y los simplices son todos los conjuntos ordenados finitos {b(sg),...,b(sp)} con s;
cara propia de s;4+1 para todo i.

Notar que los vértices de sd K son puntos de |K| y que si s’ es un simplex de la
subdivisién, entonces existe un simplex s de K tal que s’ C [s|.

La funcién lineal |sd K| — |K| inducida por la identidad en los vértices es un homeo-
morfismo y de esta forma identificamos la realizacién geométrica de la subdivisién con la
realizacion geométrica de K.

\
=
\\\\§§\
s|= 2-simplex sd s|

Inductivamente podemos definir

sd®(K) =K
sd"M(K) = sd(sd" K)

E identificamos todos los espacios |sd"” K| = |K].
Como ejercicio facil para el lector queda la demostracion del siguiente resultado.

1.2.14 Lema. Si L C K es un subcomplejo, entonces sd L C sd K es un subcomplejo

pleno.

L no esplenoen K

/N

dK sdL esplenoensd K

Un par poliédrico (X, A) es un par topoldgico que admite triangulacién por un complejo
simplicial K y un subcomplejo L C K respectivamente. Por ejemplo, (D", S""1) es un
par poliédrico tomando (K, L) = (s, $) con s un n-simplex.

Recordemos que un par bueno (X, A) es un par topolégico Hausdorff con A C X
cerrado y con la propiedad que existe un abierto A C U C X tal que la inclusién de A en
U es un retracto por deformacién fuerte.

1.2.15 Proposicién. Todo par poliédrico (X, A) es un par bueno.
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Demostracion. Sean L C K tales que X = |K|y A = |L]|.

Por el lema previo, cambiando L C K por sd L C sd K, podemos suponer que L es
pleno en K.

Sea N C K el maximo subcomplejo disjunto con L. Explicitamente, Vy = Vg — Vi v
Sy = {s € Sk, los vértices de s estan en N}.

Notar que N también resulta pleno por construccién y que todo simplex s = {vg, ..., v, }
de K cumple una de estas tres cosas:

(a) se€SL 6
(b) seSy 6

(c) Existe 0 < p <mn tal que {vg,...,v,} es simplex en L y {vp41,...,0,} es simplex en
N.

Tomamos U = |K| — |N| que es abierto en |K| = X. Es claro que A = |L| C U.
Definimos una retraccién r : U — A de la siguiente manera:

Sea a € U. Si a € A, entonces r(a) = . Siao ¢ A= |L|, entonces o =)'  o.v; con
{vo,...,v,} simplex en K. En este caso, como « no estd en |N| ni en |L|, entonces existe
un 0 < p <n tal que {vg,...,vp} es simplex en L y {vp41,...,v,} es simplex en N.

Tomamos a = Y +_, ;. Observar que a # 0y a # 1.

Definimos o = % para i =0,...,py o = ;= parai=p+1,...,ny por lo tanto se
tiene

a=ad + (1—-a)d”

cono =37 jodvie|L|y o = Z;‘:pﬂ alv; € |NJ.
Y entonces podemos definir () = o’ si a ¢ |L|. De esta forma la funcién r : U — A

estd bien definida, resulta continua y es retraccion.
Ademds 1y ~ ir via la homotopia

Hiot) = « a € |L]
’ t/ + (1—t)a « ¢ |L|.

O

Vimos que todo simplex |s| C |K]| se identifica con un convexo de R™ y por lo tanto
hereda la métrica usual de R™ que llamaremos métrica lineal en s. De esta forma, decimos
que |K| tiene una métrica lineal si cada simplex s la tiene.

Dado un complejo simplicial K y una métrica lineal en | K|, definimos

diam(s) = sup{|lz — y||, =,y € s}

Es facil ver que, si s = {vg, ..., v,}, entonces

diam(s) = max|[v; — v

Definimos también

mesh(K) = jglg{diam(s)}
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Supongamos que s es un simplex de K y lo consideramos como un complejo simplicial
3. Tomamos un simplex s’ € sd(5) y queremos comparar el didmetro de s’ con el de s.

El siguiente resultado, cuya demostracion puede leerse en el libro de Spanier [5], rela-
ciona ambos didmetros:

1.2.16 Lema. Si s es un m-simplex y s’ es un simplex de sd(s) entonces

. , m
<
diam(s') < o 1dzam(s)

Como consecuencias inmediatas de este lema obtenemos los siguientes resultados.

1.2.17 Corolario. Si K es complejo simplicial m-dimensional, entonces

m
K) < K
mesh(sd K) < s 1mesh( )

1.2.18 Corolario. Si K es finito, para todo € > 0 existe r € N tal que
mesh(sd"(K)) < e

Comenzaremos ahora a estudiar aproximaciones simpliciales de funciones continuas
entre poliedros. Recordemos que todo morfismo simplicial ¢ : K — L induce una funcién
continua |¢| : |K| — |L| que es lineal en cada simplex de K.

Es claro que hay muchas funciones continuas entre |K| y |L| que no son inducidas
por morfismos simpliciales (no toda funcién continua f : I — I es lineal !!). Nuestro
objetivo es probar que las funciones continuas entre poliedros pueden ser aprorimadas por
funciones inducidas por morfismos simpliciales (que llamaremos directamente funciones
simpliciales).

1.2.19 Definicién. Sea f : |K| — |L| continua. Una aproximacién simplicial de f es un
morfismo simplicial ¢ : K — L que cumple lo siguiente:

Si fla) e< s >=|¢|(a) € |s| Vs € L,a € |K]|
Equivalentemente, si f(«a) € |s| = |¢|(a) € |s].

Observar que, si ¢ aproxima a f y f(v) es un vértice de L para algin vértice v de K,
entonces ¢(v) = f(v). De esto se deduce inmediatemante el siguiente resultado.

1.2.20 Lema. Sea f : |K| — |L| continua y sea T C K un subcomplejo tal que f|| es
simplicial. Si ¢ : K — L es una aprozimacion simplicial de f, entonces |9||ir| = f7|-
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1.2.21 Ejemplo. Sea K el 1-simplex con vértices 0 y 1 (por lo tanto |K| = I). La
funcién f: I — I, f(x) = %x puede ser aproximada por el morfismo simplicial identidad
1x : K — K y por el morfismo simplicial constante 0 pero no puede ser aproximada por
el morfismo simplicial constante 1.

1.2.22 Proposicién. Sea ¢ : K — L una aproximacion simplicial de f : |K| — |L|.
Entonces f ~ |¢|. Mds ain, si f|ir| = |9l|jr|, entonces f =~ |p| relativo a |T.

Demostracion. Tomar H : |K| x I — |L| definida por
H(e,t) = tf(a) + (1 = 1)|¢|(a).
Observar que H estd bien definida porque f(a) y |¢|(«) estan en el mismo convexo. [

Para probar los teoremas de aproximaciones simpliciales, necesitamos introducir la
nocién de estrella de un vértice st v.

1.2.23 Definicién. Sea v un vértice de un complejo simplicial K. La estrella de v es el
subespacio

stv={a€|K|, av)#0}.

Como ejercicio para el lector queda la demostracién (sencilla) del siguiente resultado.

1.2.24 Lema. Sean vy, ..., v, vértices de K. Entonces s = {vg,...,v,} es un simplex de
K siy sélo si (g st(vi) # 0.

Es claro que st v C |K| es siempre abierto. Mas atn, {st v},cv, es un cubrimiento
por abiertos de |K|. En particular, si f : |[K| — |L| es continua, entonces

{7 (st V)}oew,

es un cubrimiento por abiertos de |K].

1.2.25 Teorema. Sea f : |K| — |L| continua y ¢ : Vig — Vi funcion de conjuntos.
Entonces, ¢ es aprozimacion simplicial de f si y solo si f(st v) C st(p(v)) para todo
v e Vg.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ es aproximacion simplicial de f y veamos que
f(st v) C st(¢(v)) para todo v € V.

Sea v vértice de K. Tomamos « € st v, entonces a(v) # 0. Sea s simplex en K tal
que o €< s > y sea s’ simplex en L tal que f(a) €< s’ >.

Como ¢ aproxima a f, entonces |¢|(a) € |s'|. Por otro lado, como |¢| es lineal en cada
simplex, entonces

Bl(@)(p(v) = Y a@)#0
P(v")=¢(v)
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y por lo tanto ¢(v) es vértice de s’ y como f(a) €< s’ >, entonces f(a) € st(¢(v)) (la
coordenada del punto f(«) correspondiente al vértice ¢(v) es no nula).

Con esto probamos que f(st v) C st(¢(v)).

Veamos ahora la otra implicaciéon. Primero debemos probar que la funcién de conjuntos
¢ es un morfismo simplicial.

Si s = {wo,...,v,} es un simplex en K, entonces por el lema anterior, (| st(v;) # 0y
por lo tanto

0 F((stvi) € () fst(vi)) C () st(b(vi))

y nuevamente por el lema anterior, se deduce que {¢(vg), ..., ¢(v,)} es simplex en L. Esto
prueba que ¢ es simplicial.

Veamos ahora que ¢ aproxima a f.

Sea o € |K| y supongamos que f(a) €< s’ >. Debemos ver que |¢|(a) € |s'|. Sea s
simplex de K tal que o €< s >. Para todo vértice v de s, se tiene que a(v) # 0 y por lo
tanto a € st v. Como f(st v) C st(¢(v)), se tiene que f(a)(¢(v)) # 0y por lo tanto ¢(v)
es vértice de s’. Esto prueba que ¢ manda los vértices de s en vértices de s’ y como ¢ es
simplicial entonces |¢|(a) € |$|. O

1.2.26 Definicién. Sea K complejo simplicial y sea i = {U;} un cubrimiento por abiertos
de |K|. Decimos que K es més fino que U si para todo vértice v de K existe un abierto
U; del cubrimiento tal que st v C U;.

K esmasfino

1.2.27 Teorema. Una funcion continua f : |K| — |L| admite una aprozimacion simpli-
cial ¢ : K — L si y sélo si K es mds fino que el cubrimiento {f~1(st v)}yev, -

Demostracion. La demostracién se deduce inmediatamente del teorema anterior. O

Supongamos que K’ = sd™K para algin m. Como corolario inmediato del teorema
1.2.25 vemos que una funcién

¢: Vi — Vi

es una aproximacién simplicial de la identidad 1 : |K'| — |K]| si y sélo si v € st(¢(v))
para todo vértice v de K’. Observemos entonces también que siempre podremos encontrar
aproximaciones simpliciales de la identidad 1 : |K'| — |K]|.
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Ahora juntemos varios resultados que ya conocemos para probar la existencia de
aproximaciones simpliciales.

Si K es un complejo simplicial finito, sabemos que |K| es compacto. Por lo tanto
todo cubrimiento por abiertos admite subcubrimiento finito. También sabemos que si
subdividimos K las veces necesarias, entonces mesh(sd™ K) se hace tan chico como uno
quiera y por lo tanto probamos el siguiente resultado.

1.2.28 Lema. Si K es finito y U cubrimiento por abiertos de |K|, entonces existe ng € N
tal que sd™ K es mds fino que U para todo m > nyg.

Si juntamos ahora este lema con el teorema anterior probamos inmediatamente el
siguiente

1.2.29 Teorema. Si [ : |K| — |L| es continua y K es finito, entonces existen aprozima-
ciones simpliciales de f,
¢n 2 sd"(K) — L, Yn > ny.

Observar que se necesitan todas las subdivisiones para poder aproximar todas las
funciones continuas f : K — L. Por ejemplo, si s es el 2-simplex y tomamos K = L = §
(las caras propias), tenemos que |K| = |L| = S1. Como el grupo fundamental de S* es Z
entonces hay infinitas clases homotépicas de funciones continuas f : S' — S'. Pero por
otra parte para todo n existen solamente finitos morfismos simpliciales ¢ : sd™(s) — .

Veamos algunas aplicaciones topoldgicas interesantes del teorema anterior.

1.2.30 Proposicion. St m < n, toda funcion continua f : S™ — S™ es null homotopica
(0 lo que es lo mismo, se puede extender al disco D™t!).

Demostracién. Consideramos S™ = |$| y S™ = |s/| con s un m + 1-simplex y s’ un n + 1-
simplex.
Por el teorema anterior sabemos que existe aproximacién simplicial

é:sd's— s

Como f ~ |¢|, basta ver que |¢| es null homotépica.
Ahora bien, como la dimensién de sd”($) es m y m < n, entonces existe un simplex en
s’ que no es imagen de ningun simplex de sd"($) y por lo tanto existe un a € || tal que

a ¢ Im(|¢]).

Por lo tanto |¢| no es sobreyectiva y se tiene
|p| : 8™ — 5" —{a} = R"
y como R™ es contréctil, vale que |¢| es null homotépica. O

Otra forma de enunciar la proposicién anterior es diciendo que S™ es n—1-conexo (pero
este tema escapa a los contenidos de este curso). Tomando m = 1 se tiene el siguiente
corolario:

1.2.31 Corolario. S™ es simplemente conexo para todo n > 2.
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Consideremos el revestimiento universal
. 1
p:R— 5.

Como S™ es simplemente conexo para todo n > 2, por una propiedad béasica de revestimien-
tos se tiene que toda funcién continua f : S™ — S! se levanta a una funcién f: S® — R
y como R es contractil se deduce el siguiente corolario:

1.2.32 Corolario. Dado n > 2, toda funcion continua f : S™ — S' es null homotdpica.

Este corolario también se podrfa enunciar diciendo que 7,(S') = 0 Vn > 2, pero
nuevamente aclaramos que este tema escapa a los contenidos de este curso.

Ejercicios Seccién 1.2

(a) Probar la proposicién 1.2.7 y los lemas 1.2.14 y 1.2.24.
(b) Describir distintas triangulaciones para las esferas, discos, toro y para R".

(c¢) Sea X un conjunto y U = {U;} una coleccién de subconjuntos de X. El nervio de U
es el complejo simplicial K (U) cuyos simplices son los subconjuntos finitos no vacios
delU, s ={U;,,...,U;,} tales que (U # 0.

1. Probar que efectivamente K (U) es un complejo simplicial.

2. Sea K complejo simplicial y sea U = {st v|v € K} cubrimiento abierto de |K].
Probar que la funcién que le asigna a cada vértice v de K el abierto st v de |K|
induce un isomorfismo simplicial K = K (U).

(d) Sea U un cubrimiento por abiertos de un espacio topoldgico X y sea K (U) su nervio.
Una funcién continua f : X — |K (U)]| se dice canénica si f~!(st U) C U para todo
U del cubrimiento U. Probar que:

1. Si U es un cubrimiento localmente finito de X, existe una biyeccién entre las
funciones canénicas X — |K(U)| y las particiones de la unidad subordinadas a
Uu.

2. Sil es cubrimiento localmente finito de X, entonces todas las funciones canénicas

X — |K(U)| son homotdpicas.

(e) Un espacio topolégico X tiene dimensién < n si todo cubrimiento abierto de X
admite un refinamiento abierto cuyo nervio es un complejo simplicial de dimension
< n. Decimos que dim X =n sidim X <nydim X £ n. Probar que:

1. Si A C X es cerrado entonces dim A < dim X.
2. Si K complejo simplicial finito y dim K < n entonces dim |K| < n.

3. Si s es un n-simplex, entonces dim |s| = n.
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4. Si X es espacio paracompacto y dim X < n, entonces toda funciéon continua
f: X — 8™ es nullhomotodpica para m > n.

(f) Sea X un espacio métrico compacto y sea C el espacio de funciones continuas
f: X — R¥*1 con la métrica:

d(f,9) = sup{[|f(z) — g(2)|| |z € X}

Probar que:

1. C es espacio métrico completo.

2. Para todo m € N, el subconjunto
1
Co = {f € C | diam(f~'(2)) < ~ V z € R

es abierto en C.
3. N Oy, es el conjunto de homeomorfismos de X en R?7+1.

4. Si dim X < n, entonces Cy, es denso en C para todo m. Deducir que, en este
caso, X puede ser inmerso en R?"+1,

(g) Sea X un espacio m-conexo, es decir que toda f : S™ — X continua es nullho-
motdpica para todo m < n. Sea K complejo simplicial y K™ su n-esqueleto. Probar
que toda funcién continua g : |[K| — X es homotdpica a alguna que manda todo K"
a un punto.

(h) Probar que un poliedro es contractil si y sélo si es n-conexo para todo n.

(i) Una pseudavariedad n-dimensional es un complejo simplicial K que cumple lo sigu-
iente:

(I) K es homogéneamente n-dimensional, es decir, todo simplex de K es cara de
algin n-simplex.

(IT) Todo (n — 1)-simplex de K es cara de a lo sumo dos n-simplices.

(III) Para todo par de n-simplices s, s’, existe una sucesién finita s = sg, $1,...,8, =
s’ de n-simplices tales que s; y s;41 tienen una (n —1)-cara en comun para todo
1.

El borde de una pseudovariedad de dimensién n es el subcomplejo K generado por
los (n — 1)-simplices que son caras de exactamente un n-simplex de K. Si K es vacia
decimos que K es un pseudovariedad sin borde.

Probar lo siguiente:

1. Un n-simplex s es una pseudovariedad n-dimensional y su borde (como pseudovar-
iedad) es 3.

2. El borde de una pseudovariedad finita de dimensién 1 es vacio o tiene exacta-
mente dos vértices.
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1.3 CW-Complejos

Los CW-complejos son espacios que se construyen pegando celdas de distintas dimensiones.
Adjuntar una n-celda a un espacio A es unirle una copia del disco D™ pegando el borde
OD" = S"~! a A de alguna manera.

Por ejemplo, si queremos adjuntar una n-celda a un punto * debemos unirle el disco
al punto pegando todo el borde a * y el resultado de eso es la esfera S™.

Definamos formalmente esto. Para todo n > 0 consideramos los discos D" y las esferas
S™~1. Por convencién tomamos D° = x y S~ = ) (que es el borde del punto).

1.3.1 Definicién. Decimos que un espacio X se obtiene de un espacio A adjuntando una
n-celda si se tiene un pushout

Sn—l f*> A

| pn l

donde i : "1 — D" es la inclusién en el borde. Es decir, X se construye tomando
la unién disjunta de A y D™ e identificando luego los puntos del borde del disco con su
imagen en A. Esto se nota generalmente con

x=A4J D"
Sn—1
La funcién f se denomina funcién de adjuncién de la celda. La celda en cuestién es

la imagen del disco en X y la notamos e” = ¢g(D™) y la funcién g se llama funcién
caracteristica de la celda.

Podemos observar varias cosas de esta definicion. Pr1mero notemos que g restringida

al interior del disco es un homeo con su imagen. Denotamos e = g(D") y lo llamamos el
interior de la celda.

Notemos también que A resulta un subespacio de X y que la topologia de X es
coherente con la de A y D™, concretamente:

U C X es abierto sii UN Ay ¢g~'(U) C D™ son abiertos

o
En particular el interior de la celda adjuntada e” es abierto en X.
1.3.2 Ejemplos.

(a) D" se obtiene de S"~! adjuntando una n-celda tomando como funcién de adjuncién
a la identidad 1: S"~t — gn=1 .

(b) S™ se obtiene de un punto * adjuntando una n-celda.

gn—1 —— x

| et |

La funcién caracteristica g : D™ — S™ resulta ser la funcién cociente.
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Se pueden adjuntar varias n-celdas a A al mismo tiempo:

1.3.3 Definicién. Sea J,, un conjunto de indices (puede ser infinito, finito, vacio). Deci-
mos que X se obtiene de A adjuntando n-celdas (indexadas por J,,) si se tiene un pushout

nfl‘a
[T sv! _fa

OéeJn

Las n-celdas adjuntadas serdn el = g,(D"™)

Observar que, si a # 8 € J,,, entonces eog N eog = (). Por lo tanto las celdas adjuntadas
se pueden intersecar solamente en el borde y esa interseccion cae en A.

Notar también que la topologia en X es coherente con la de A y con la de todas las
copias de D".

1.3.4 Ejemplo. S™ se obtiene de S”~! adjuntando dos n-celdas que serdn respectivamente
el hemisferio norte y sur de la esfera (la esfera (n — 1)-dimensional resultard ser el ecuador
de la esfera de dimensién mayor).

Notar que adjuntar una 0-celda a A es lo mismo que unirle un punto disjunto.

1.3.5 Teorema. Si A es Hausdorff y X se obtiene de A adjuntando n-celdas, entonces
X resulta Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Debemos encontrar abiertos disjuntos U,V C X
que los contengan respectivamente.

Consideramos varios casos:
o (o] [e] o

Sixeel, ye ej con o # [3, entonces podemos tomar U = el y V = €.

[¢] [} [¢]
Siz,y € el, podremos encontrar los abiertos U,V C el porque es homeomorfo a D",
que es Hausdorff.

° (o]
Sixzeel, ye A, consideramos el punto g;l(a:) € D" y tomamos abiertos U,V de D"
disjuntos tales que g, '(z) e U y 9D" = S» 1 C V.

Luego los abiertos U = go(U) y V = AU ga(V) Uga ey cumplen lo pedido.

El tdltimo caso a considerar es cuando z,y € A. Como A es Hausdorff, podemos
encontrar abiertos U,V C A que los disjunten. El problema es que U y V no son en
general abiertos en X.
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Para eso debemos rellenarlos a abiertos disjuntos de X.

v

u

Si f, : 871 — Aesla funcién de adjuncién de la celda e? (notamos con S?~! a la copia
de S™~! indexada con ), entonces tomamos los abiertos disjuntos f,, *(U), f5 1 (V) c 71
y los extendemos a abiertos disjuntos U,, V, C D7. Hacemos esto para todo o € J, y

luego tomamos

U =UU(JaUa) V' =VU(J9a(Va))
y estos abiertos disjuntos de X cumplen lo pedido. O

1.8.6 Observacion. Si A es Hausdorff y X se obtiene de A adjuntando n-celdas, entonces
A C X resulta subespacio cerrado.

1.3.7 Definicién. Un espacio X es un CW-complejo si existe una sucesion
X't=¢pcXxcx'c...cx"cx"c..cXx

tales que X se obtiene de X"~ ! adjuntando una cantidad finita, infinita o vacia de
n-celdas (n > 0) y X = (J,, X" con la topologia coherente (es decir, F' C X cerrado si y
s6lo si F'N X™ es cerrado en X™ para todo n). El subespacio cerrado X" se denomina el
n-esqueleto de X.

CW complejo no conexo de dimensién

Puede suceder que no se adjunten n-celdas para algin n pero si se adjunten celdas de
dimension mayor. Pero si no se adjuntan 0-celdas entonces X resulta vacio.

Notemos también que un espacio puede tener varias estructuras diferentes como CW-
complejo (ver ejemplos mds abajo).

Notaremos e = ¢o(D") a las n-celdas (indexadas con a € J,). Observar que las

celdas son compactas (por ser imagen de compactos) y que

[e]
— n __ n
X=Jer=Jen
n,o n,o
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o
1.5.8 Observacion. Los interiores de celdas e, no son necesariamente abiertos en X.

1.3.9 Definicién. Decimos que la dimensién de X es n si X tiene n-celdas pero no tiene
celdas de dimensién mayor y la dimension es infinita si tiene celdas de dimensién tan
grande como se quiera.

1.3.10 Ejemplos.
(a) S™ es un CW-complejo. Veamos dos estructuras diferentes:

1. 1 O-celda (comienzo con un punto) y 1 n-celda. Es decir, el m-esqueleto es un
punto para todo m < n y el n-esqueleto es todo S™.

el+

€0+
0 Q €0

el
el-

Dos estructuras diferentes para la circunferer

2. 2 m-celdas para todo m < n. Es decir
SPcstcstc...cs”

donde S™ C S™*! en el ecuador y las dos celdas adjuntadas corresponden a
los hemisferios norte y sur.

(b) D™ es un CW-complejo, tomando como (n—1)-esqueleto a S"~! y luego adjuntdndole
una n-celda via la identidad.

(c) En general, los poliedros son CW-complejos con estructura celular inducida por la
estructura simplicial.

(d) EI toro es un CW-complejo con 1 0-celda (un punto), 2 1-celdas (X' es una union
en un punto de dos copias de S!) y una 2-celda.

(e) Sea R el conjunto de sucesiones de nimeros reales donde casi todos son cero con
la topologia débil y sea
5% ={r eR™, |lz|| =1}

la esfera infinita. Este espacio es un CW-complejo con 2 n-celdas para cada n € N.
Especificamente, se tiene

SPcstcS?c...cS*c...c8®

donde cada n-esfera se ve como ecuador de la (n + 1)-esfera.
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(f) El plano proyectivo real P es un CW-complejo con una m-celda para cada m < n.
Se tiene:
PPcpPlc...cpP

(g) El plano proyectivo real infinito P> es un CW con una m-celda para todo m natural.

La demostracion del siguiente resultado queda como ejercicio.

1.3.11 Proposicion. Sea X un CW-complejo. Todo compacto K C X interseca solo un
numero finito de interiores de celdas. En particular, X es compacto si y solo si es finito
(tiene finitas celdas).

1.3.12 Teorema. Sea X un CW-complejo y sea {el}, o el conjunto de celdas de X.
Entonces

[¢] o
(a) en Neg #0 siy sélo sin=m,a=f.
b) Toda celda e interseca sélo un numero finito de interiores de otras celdas.
(0%
(¢) X es Hausdorff.
d) F C X es cerrado si y solo si F'N el es cerrado en e para todo n, a.
Y o a P

Demostracion. Las demostraciones de todos los items, salvo el item (c) , se deducen clara-
mente de todo lo visto hasta ahora. Por ejemplo, para probar el item (b) usamos que las
celdas son compactas y los compactos intersecan finitos interiores de celdas.

Probaremos por lo tanto el item (c) (que X es Hausdorff).

Sea X" el n-esqueleto de X. Como X es un espacio discreto, entonces X° es Hausdorff
y por el teorema 1.3.5, resulta que X! también lo es. Por induccién, resulta claramente
que X" es Hausdorff para todo n € N.

Sean z,y € X, con z # y y sea n suficientemente grande tal que z,y € X™. Como X"
es Hausdorff, entonces existen abiertos disjuntos Uy, V;, C X" que los contienen respecti-
vamente. El problema es que U,, y V,, pueden no ser abiertos en X.

Pero utilizando la misma técnica que en la demostracion de 1.3.5, podemos ir construyendo
inductivamente U,,, V,,, C X™ abiertos disjuntos de X™ para todo m > n tales que

U, NX" ' =U,_1 V,nX" 1=V,

Luego sélo resta tomar
U=JUn V=] Va
m>n m>n

que resultan claramente abiertos disjuntos en X y contienen a z e y respectivamente. [

1.3.13 Definicién. Decimos que un par (X, A) es un CW-complejo relativo si se tiene

una sucesion
A=X'cxlcXlc..cXjc...cXx

donde X'} se obtiene de Xz_l adjuntando n-celdas y X = J X} con la topologfa inducida.
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Por ejemplo, si X es un CW-complejo, entonces (X, X") y (X"* X™) son CW-
relativos.
Observar que un CW-complejo X es lo mismo que un CW-relativo (X, ).

Ejercicios Seccién 1.3

Describir estructuras celulares para la esfera n-dimensional, los discos n-dimensionales
y el toro.

Comprobar que los poliedros son CW-complejos con estructura celular inducida por
la estructura simplicial.

Sea X un CW-complejo, Y un espacio topoldgico y f : X — Y una funcién. Probar
que son equivalentes:

1. f: X — Y es continua.

2. La restriccién f : €], — Y es continua para toda celda.

3. fofa: D" =Y es continua para toda celda, donde f, : D" — €} es la funcién
caracteristica de la celda.

Sea X un CW-complejo. Probar que H : X x I — Y es continua si y sélo si todas
las restricciones H :ej, x I — Y lo son.

Sea {v1,...,v,} una base cualquiera del espacio vectorial R". Probar que la base
define una estructura de CW-complejo en R™ tomando como k-esqueleto al conjunto

n
(R")’C = {Z siv;| $; € Ry s; € Z para al menos n — k indices z}
i=1

Probar que si X e Y son CW-complejos e Y es localmente compacto entonces X x Y
es un CW-complejo. En particular, si X es un CW-complejo entonces X x I también
lo es. Describir la estructura celular de X x I en funcién de la estructura celular de
X.

Sea (X, A) un CW-complejo relativo. Probar que X/A es un CW-complejo.



Capitulo 2

Homologia

La teoria de homologia es de fundamental importancia en topologia algebraica. Una teoria
de homologia involucra una sucesion de funtores H,, a la categoria de grupos abelianos,
que miden la cantidad de ‘agujeros’ n-dimensionales.

Estudiaremos la teoria de homologia singular para espacios topolégicos y la teoria de
homologia simplicial para complejos simpliciales. Ambas homologias estdn relacionadas
por un resultado fundamental que dice que la homologia singular de un poliedro es isomorfa
a la homologia simplicial de cualquier complejo simplicial que lo triangula.

A diferencia de los grupos de homotopia de un espacio, que son ficiles de definir y
dificiles de calcular, los grupos de homologia son un poco complicados para definir pero se
pueden calcular mucho mas facilmente que los de homotopia. Esto se debe a la existencia
de resultados muy fuertes, como la sucesion de Mayer-Vietoris y el teorema de escision
que permiten el cdlculo de estos grupos. En la teoria de homotopia no hay este tipo
de resultados tan fuertes y por eso los grupos de homotopia de espacios relativamente
simples como las esferas son bastante complicados de calcular. Una explicacion geométrica
para esto es que los n-simplices A™ (utilizados para la definicién de homologia) pueden
subdividirse mientras que las esferas S™ (utilizadas para la definicién de los grupos de
homotopia) no.

En la primera seccién estudiaremos los fundamentos algebraicos basicos para poder
definir y calcular los grupos de homologia. En la segunda seccién nos dedicaremos a la
homologia simplicial y en la tltima seccién estudiaremos la homologia singular de espacios
y su relaciéon con la homologia simplicial.

2.1 Sucesiones Exactas, Complejos y Homologia
Comencemos con un poco de algebra. Trabajaremos con grupos abelianos y notaremos
con 0 al grupo cero y también al morfismo cero. Indicaremos con 0 — M y M — 0 a los

Unicos morfismos que salen o llegan al grupo 0.

2.1.1 Definiciéon. Un diagrama de grupos abelianos
/ g
G—M—T

29



30 G.MINIAN

es exacto en M si Im f = kerg.
Notar que, en particular, gf = 0. Mds aun, la exactitud en M equivale a pedir que
Im f C kerg (i.e. gf =0) y ademds kerg/Im f = 0.

2.1.2 Definicién. Una sucesion exacta es un diagrama de grupos abelianos y morfismos
de grupos

n fn—
MTL f Mn_l 4 Mn_2 _— e ..

que es exacta en todo lugar n (el diagrama puede ser finito o infinito indexado por Z, N,
ete).

f . o .
Observar que 0 — G — H — ( es exacto si y sélo si f es un isomorfismo.
Una sucesién exacta de la forma

0-MLNLS PO

se denomina una sucesion exacta corta (que abreviaremos con la sigla sec). Notar que esto
equivale a decir que f es mono, g es epi y kerg = Im f.

2.1.3 Ejemplos.

(a) 0 - M L MaP L P — 0es una sec, donde i es la inclusién en la primer
coordenada y ¢ la proyeccion de la segunda coordenada.

(b) 0 — Zo EN Za4 L 7y — 0 es una sec, donde f es multiplicar por 2 y ¢ le asigna la
clase modulo 2. Notar que esta sec no es de la forma de las sec del primer item.

(c¢) Si T es un subgrupo de un grupo abeliano G, entonces la inclusién induce una sec

0-T—-G—-G/T—0
La siguiente proposicién no es dificil de probar y su demostracién queda como ejercicio.

2.1.4 Proposiciéon. Sea 0 — M NP 0 una sec. Son equivalentes:
(a) f es seccion (es decir, existe r : N — M tal que rf = 1p7).
(b) g es retraccion (es decir, existe i : P — N tal que gi = 1p).
(c) Eriste un isomorfismo ¢ : N — M @ P tal que ¢f(m) = (m,0) y g¢~'(m,p) = p.
Decimos que una sec se parte si cumple las propiedades de la proposicion anterior.

2.1.5 Definicién. Un complejo de cadenas (Cy,d) es un diagrama de grupos abelianos y

morfismos de grupos

dn41 dn
- n—l—l—)Cn_) n—1 "7 ...

tal que d,d,+1 = 0 Vn (equivalentemente, Imd, 11 C kerd,).
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Al morfismo d,, se los denomina morfismo de borde o diferencial. En general se omite
los subindices (cuando esto no lleve a confusién) y, por ejemplo, escribimos d? = 0 en lugar
de dndn+1 = 0.

Como Imd,,+1 C kerd,, tiene sentido calcular el cociente kerd,,/Imd,; y esto serd
la homologia del complejo en grado n. Concretamente:

2.1.6 Definicién. Sea (C,,d) un complejo de cadenas. Definimos la homologia de (C\, d)
en grado n como el grupo abeliano H,(C.) = kerd,/Imd,;+;. Usualmente se nota
Zn(C) = kerd,, y se lo llama el grupo de n-ciclos de C, y B,(C) = Imd,4+1 que se
llama el grupo de n-bordes. Con esta notacién tenemos H,(Cy) = Z,(C)/Bp(C) es decir
n-ciclos sobre n-bordes.

Notar que H,(Cy) = 0 si y sblo si C, es exacto en el lugar n. Por lo tanto una
sucesion exacta se podria definir como un complejo cuya homologia vale 0 en todo lugar.
La homologia mide que tan exacto o inexacto es un complejo.

2.1.7 Ejemplos. Veamos algunos ejemplos bésicos de complejos y sus homologias.

(a) SiC*:...—>ME>M£>M3>M—>...,entoncean(C*):MparatodoM.
(b) Si C’*:...—>M£>M£”—>M£>ML”—>..., entonces Hy,(C,) = 0 para todo M,

es decir es exacto.

(c)SiCy=... 7217 %7z ™ 7 % .. entonces H,(C.) = 0 para n par y
H,(C\) = Z,, para n impar (6 viceversa, dependiendo de la indexacién del complejo).

Un morfismo de complejos f : (Cy,d) — (CL,d’) es una familia de morfismos de grupos
fn : Cp — CJ, para todo n, que conmutan con los diferenciales (es decir, d'f = fd).

Observar que todo morfismo de complejos f : (Cy,d) — (C%,d') induce un morfismo
en la homologia f. : H,(C.) — Hy,(C.) para todo n. El morfismo estd definido por
f+(T) = f(x), donde T es la clase de = € Z,(C) en el cociente. Para verificar esto, sélo
basta observar que, como f es morfismo de complejos, entonces f manda ciclos en ciclos
y bordes en bordes.

Asimismo es facil de comprobar que la asignacién f — f, es funtorial, es decir, 1, = 1
y (fg)x = fvg«. Por lo tanto, si f es un isomorfismo de complejos, entonces f. es un
isomorfismo entre los grupos de homologia.

Por supuesto existen morfismos de complejos que no son isomorfismos pero que inducen
isomorfismos a nivel de sus homologias. Por ejemplo, el morfismo nulo entre sucesiones
exactas distintas induce un isomorfismo a nivel homologia (valen cero) pero no es un
isomorfismo a nivel complejos.

2.1.8 Definicién. f: (Cy,d) — (C.,d') es un quasi-isomorfismo si f, : H,(Cy) — H,(C%)
es un isomorfismo para todo n.

En la seccién 2.3 estudiaremos la teoria de homologia singular de espacios topoldgicos.
Veremos que a cada espacio X se le asigna un complejo, llamado complejo singular de X, y
la homologia de ese complejo es la homologia singular de X . Las funciones continuas entre
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espacios induciran obviamente morfismos entre los complejos singulares. Pero también
veremos que las homotopias juegan un papel importante aqui. Veremos que las homotopias
de funciones continuas inducen homotopias a nivel complejos y dos morfismos homotépicos
de complejos inducen el mismo morfismo en las homologias (por eso, dos espacios que
tienen el mismo tipo homotdpico, tienen los mismos grupos de homologia).

Definamos entonces el concepto de homotopia de morfismos de complejos.

2.1.9 Definicién. Sean f,g: (Cy,d) — (C.,d") morfismos de complejos. Una homotopia
¢ : f ~ g es una familia de morfismos ¢, : C;, — C},_; para todo n tales que

d;’L+1¢n + on_1d, = fn — On-
d d

—Cpy1 —>C,, —>Cp1 —

|l o
- ;z+1 R Cy o Chqg —
Dejamos como ejercicio al lector probar que ~ es una relacién de equivalencia.
2.1.10 Proposicién. Sean f,g: (Cs,d) — (CL,d'). Si f ~ g, entonces
fi = gv t Hy(Cy) — Hy(CY)

para todo n.

Demostracion. Sea T € Hy(Cy), veamos que f(z) — g(z) es un borde en C.
Como f ~ g, entonces existe una homotopia ¢ tal que d'¢ + ¢d = f — g y como
x € kerd, se tiene f(z) — g(x) = d'(¢(x)). O

Un complejo se dice contréctil si es equivalente homotépico al complejo nulo. Es claro
que, si (Cy, d) es contractil, entonces es aciclico (es decir, su homologia vale cero) pero la
reciproca es falsa.

Ejercicios Secciéon 2.1

(a) Probar la proposicién 2.1.4

(b) Hallar todos los grupos abelianos posibles M en las siguientes sucesiones exactas:

1. 0%y — M —Z4 — 0
2.0->2py, - M —Z, —0
3.0—-2Z,, - M —-7Z"—0

(¢) (Lema de los 5) Dado el siguiente diagrama de filas exactas

M1 M2 M3 M4 M5
SO S B
Ny No N3 Ny N5

Probar que
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1. Si by d son mono y a es epi, entonces ¢ es mono.
2. Si by dson epiy e es mono, entonces c es epi.

3. Concluir que si a,b,d y e son iso, entonces c es iso.

(d) (Lema de la serpiente) Probar que un diagrama de filas exactas

M, M, M3 0
R
0 Ny No N3

induce una sucesién exacta
ker(a) — ker(b) — ker(c) — coker(a) — coker(b) — coker(c)

Ademas, si M} — Mj es mono, entonces ker(a) — ker(b) también y si Ny — N3 es
epi, también lo es coker(b) — coker(c).

(e) Sea (Cy,d) un complejo. Probar que son equivalentes:

1. Oy es exacto.
2. C, es aciclico.

3. 0 — C es un quasi isomorfismo ( 0 denota el complejo que en cada lugar tiene
el médulo 0).

(f) Sean (Cy,d) y (D,,d’) complejos. Probar que (Cy @ D,,d@®d') es un complejo y que
H.(C® D)= H,(C)® H,(D).

2.2 Homologia Simplicial

Supongamos que tenemos un poliedro K

>

y queremos calcular sus componentes arco-conexas. Notemos que basta verificar qué pasa
con los vértices (y de esta forma reducimos el problema a finitos puntos, si el poliedro es
compacto). Ademads, dos vértices estardn en la misma componente si y sélo si existe un
camino de aristas (1-simplices orientados) entre ellos.

Si nos dan dos poliedros
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y nos preguntan si son homeomorfos, podriamos decir que no porque uno de ellos tiene
un agujero (tridngulo vacio) y el otro no. ;Cémo medimos los agujeros? En este caso,
tenemos un camino de aristas (un 1-ciclo) en K que no es un borde. En L hay un 1-ciclo
pero es también un borde (el tridngulo estd lleno).

Con la homologia simplicial mediremos agujeros de complejos simpliciales (en realidad,
de los poliedros correspondientes) y para eso queremos detectar si hay ciclos que no sean
bordes.

Dado un complejo simplicial K, vamos a definir un complejo de cadenas asociado a
K, cuyos grupos de homologia midan los distintos ciclos que no sean bordes. Para eso
ordenamos todos los vértices de K. Sio = {vg,...,v,} es un n-simplex de K, denotaremos
con [vg ... v,| al simplex orientado (con vg < v; < ... < vy,). En realidad [vg ... v,] denota
la clase de orientacion (dos orientaciones del mismo simplex son equivalentes si difieren en
una cantidad par de trasposiciones).

Observar que el borde del 2-simplex orientado [vgv1ve] es [v1ve] — [Vova] + [vov1] (notar
que la arista [vgve] la recorre en el otro sentido).

vl

2.2.1 Definicién. Sea K un complejo simplicial. Definimos el complejo de cadenas C,(K)
asociado a K de la siguiente manera. Para cada n > 0, tomamos C,,(K) como el grupo
abeliano libre generado por los n-simplices orientados de K e identificamos la orientacion
opuesta a [vg...v,] con —[vg...v,]. Los elementos de C,(K) serdn, por lo tanto, de la
forma > m,o conm, € Zy o = [vg...v,]. Definimos el morfismo de borde d,, : Cy,(K) —
Cp-1(K) en la base

dn([vo . .. vn]) = Z(—l)i[vo i vp)

donde [vg...0;...v,] es el (n — 1)-simplex orientado que se obtiene sacando el vértice i.
Luego extendemos d,, a todo C,(K) por linealidad.

2.2.2 Proposicién. (C.(K),d) es efectivamente un complejo de cadenas.

Demostracion. Basta comprobar que d?([vg . .. v,]) = 0.

dp—1dn([v0 ... vn]) = d( D _(=1)[vo ... G ... vn))
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= ()" vl + > (1) vy G0 0] = 0.

1>7 1<J

Definimos la homologia de K como la homologia de este complejo y la notamos H,,(K)
para todo n > 0.

Observemos que Co(K) es el Z-médulo libre generado por los vértices de Ky C1(K)
estd generado por las aristas en K. El morfismo d : C1(K) — Co(K) queda definido por
d([vov1]) = [v1] — [vo]. Por lo tanto Hy(K) es el grupo abeliano libre de dimensién igual a
la cantidad de componentes conexas de K (generado por un vértice de cada componente
conexa).

Calculemos la homologia de

A simple vista observamos que Hy(K) = Zy H,(K) = 0 paran # 0. Lo comprobamos
con los célculos:

C1(K) estd generado por las aristas a,b y ¢ y Ca(K) generado por el 2-simplex s.
Tenemos que da(s) = b —c+ a y por lo tanto dz es mono y se tiene Ha(K) = 0. También
vemos que

di(myia + mab + mgc) = my(vy — vg) + ma(va — v1) + ms(vy — vg)

= (—m1 —m3)vg + (m1 — ma)v1 + (M2 + m3)va

Por lo tanto kerd; = Imdy y se tiene Hy(K) = 0.
Para calcular la homologia de

vl

VO V2

Hacemos lo mismo que antes y como no hay 2-simplices, tenemos que
HI(K) = kerd1 =7

generado por b — ¢ + a.
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A-Complejos (Informal)

Los A-complejos estdn a mitad del camino entre los complejos simpliciales y los CW-
complejos. Su estructura no es tan rigida como la de los complejos simpliciales pero
tampoco tan flexible como la de CW-complejos. Un A-complejo se obtiene tomando
uniones disjuntas de complejos simpliciales (con simplices orientados) y luego identificando
algunos simplices.

Veamos algunos ejemplos:

Pegando dos 2-simplices U, V', podemos obtener el toro identificando aristas opuestas
en la misma direccién

Notar que automaticamente los vértices quedaron todos identificados.
La botella de Klein se obtiene identificando las aristas opuestas de otra forma:

La esfera S' puede verse como un 1-simplex

donde se identifican los dos vértices.

No es dificil ver que, en realidad, los A-complejos son poliedros, es decir, admiten
estructuras de complejos simpliciales. La ventaja es que su estructura de A-complejos
requiere muchos menos simplices que su estructura simplicial ‘cuadrada’ y este hecho
facilita enormemente los calculos.

Por ejemplo, si queremos darle una estructura simplicial al toro necesitariamos por lo
menos 7 vértices, 21 aristas y 14 tridngulos.

Al final de la seccién 2.3 probaremos que la homologia simplicial y singular de poliedros
coinciden. Dejaremos como ejercicio al lector interesado la generalizacion de esa demostracion
para probar que la homologia singular de un poliedro coincide con la homologia inducida
por su estructura de A-complejo.

Si queremos calcular la homologia del toro T' (con la estructura de A-complejo descripta
arriba) tendremos: Cy(7T") = Z generado por el unico vértice v, C1(T) = Z®ZDZ generado
por a,b,cy Co(T) = Z & Z generado por U y V.
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Como d(a) = d(b) = d(c) = 0 se tiene Ho(T) = Z. Como d(U) =d(V) =a+b— ¢,
entonces Hq(T) = Z®7Z generado por las clases de a y by Ho(T) = Z generado por U — V.

Ejercicios Seccion 2.2

(a) Sea s un 2-simplex. Calcular la homologia simplicial de s y de $ (el borde de s).
Observar que con ésto se estara calculando la homologia de D? y S*.

(b) Calcular la homologia simplicial del tetraedro (borde de un 3-simplex). Observar
que se estard calculando la homologia de S2.

(c) Calcular la homologia de los siguientes A-complejos:

1. Botella de Klein.

2. El paracaidas triangular que se obtiene tomando un 2-simplex e identificando
los 3 vértices en uno solo.

3. El espacio X que se obtiene de un n-simplex identificando todas las caras de la
misma dimensién (es decir, X tiene un k-simplex por cada k < n).

2.3 Homologia Singular

FEn esta seccion estudiaremos la teoria de homologia méas importante de espacios topolégicos.
Analizaremos algunos ejemplos y veremos los resultados méas importantes que sirven para
calcular efectivamente los grupos de homologia. Luego estudiaremos la relacién entre la
homologia singular de poliedros y la homologia simplicial de los complejos simpliciales que
los triangulan.

Los resultados obtenidos en esta seccién se utilizaran en el iltimo capitulo para probar
las distintas aplicaciones de esta teoria.

Para definir el complejo singular de un espacio X, tengamos en mente que queremos
medir los agujeros n-dimensionales de X.

un 1-ciclo que
no es borde en X
midiendo el aguje!

Consideremos los simplices estandar
A" = {(tg,...,t,) € R*TL Zti =1,¢; >0}

Un n-simplex singular en X es una funcién continua o : A" — X.
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Sea S,,(X) el grupo abeliano libre generado por los n-simplices singulares de X. Los
elementos de S, (X) son, por lo tanto, sumas finitas Y, m,.o con m, enterosy o : A" — X
continuas.

Por ejemplo, Sy(X) resulta ser el grupo abeliano libre generado por los elementos de
X y S1(X) es el grupo abeliano libre generado por los caminos en X.

Dado un n-simplex singular ¢ : A" — X, su i-ésima cara o® . APl 5 X es el
(n — 1)-simplex singular definido por

. )
O'(Z)(to,...,tnfl) :U(to,...,o,...,tnfl).

Una forma alternativa de expresar () es la siguiente. Si {vo,...,v,} son los vértices
de A" (es decir, A" = [vg,...,v,]), entonces o) = vo...61..0m]

2.3.1 Definicién. El complejo singular de X es el complejo de cadenas (S.(X),d), donde
Sn(X) es el grupo abeliano definido anteriormente y d : Sy, (X) — S,—1(X) es el morfismo
lineal definido en los elementos de la base como

1=0

Para comprobar que S,(X) es efectivamente un complejo, es decir d?> = 0, se procede
de la misma manera que con la homologia simplicial.

2.3.2 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Definimos la homologia singular de X
como la homologia de su complejo singular y denotamos H,(X) a su n-ésimo grupo de
homologia.

Si f: X — Y es una funcién continua y ¢ es un n-simplex singular de X, entonces
fo: A" =Y es n-simplex singular de Y. Por lo tanto, extendiendo linealmente, se tiene
un morfismo f, : Sp(X) — Sp(Y) inducido por fr(c) = fo. Claramente la familia de
morfismos {f,} conmuta con los diferenciales, ya que (fo)®) = fo® y por lo tanto la
funcién f : X — Y induce un morfismo de complejos singulares fi : S.(X) — S.(Y) por
simple composicién y éste induce un morfismo a nivel homologias f, : H,(X) — H,(Y)
para todo n.

2.8.3 Observacion. La asignaciéon f — f, es funtorial, es decir, 1. = 1y (fg)s« = fugs«

por lo tanto un homeomorfismo de espacios topoldgicos induce un isomorfismo a nivel de
complejos singulares y por lo tanto también a nivel homologia.

Calculemos la homologia singular del singleton * (espacio de un punto). Observemos
primero que S, (x) = Z generado por la tinica funcién de A™ al punto. El morfismo de borde
dy, : Z — Z resulta ser alternativamente la identidad y el morfismo nulo (dependiendo de
la paridad de n). Concretamente, el complejo singular de * es

Lz8%724L72%7

HA@:{Z n=0

y por lo tanto se obtiene

0 n#0
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2.3.4 Proposicién. Hy(X) es el grupo abeliano libre generado por las componentes ar-
coconexas de X .

La demostracién de la proposicién queda como ejercicio.
Veamos ahora que una homotopia entre funciones continuas induce una homotopia
entre los morfismos de complejos inducidos. Concretamente:

2.3.5 Teorema. Sean f,g : X — Y continuas y sean fi, g« : Sx(X) — S«(Y) los mor-
fismos inducidos. Si f ~ g, entonces existe una homotopia ¢ : f. >~ g.. En particular,
fe =g« : Hy(X) — H,(Y) para todo n.

Demostracion. Daremos solamente una idea de la demostracién. La demostraciéon com-
pleta puede leerse por ejemplo en [2, 3, 5].

Primero hagamos una reduccién del problema. Si G : X x I — Y es una homotopia
entre f y g, tenemos Gig = f, Gi; = g, con ig,41 : X — X x [ las inclusiones en las tapas
del cilindro.Como G, (ig)« = f«, G«(i1)x = g«, entonces basta encontrar una homotopia

P g~y Su(X) — Su(X x 1)

porque componiendo G, P se tendra la homotopia deseada.
Debemos por lo tanto definir P : S,,(X) — Sp+1(X x I) tal que dP + Pd = ip — i;.
La idea fundamental es dividir A™ x I en (n + 1)-simplices. Mostramos en el dibujo la
divisién de A x I en dos 2-simplices.

En general, si A" X0 = [vg...v,] y A" x 1 = [wp...w,]| consideramos los (n + 1)-

simplices [vg ... v;w; ... wy,| para todo i = 0,...,n y definimos
P(U) = Z(—l)z(g X 1)‘[Ug...viwi...wn]
y este morfismo (llamado Prisma) es la homotopia buscada. O

2.3.6 Corolario. Si f : X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces fy : Hp(X) — H,(Y)
es un isomorfismo para todo n.

Por ejemplo, si X es contractil, entonces H,(X) =0 paran # 0y Ho(X) =Z.

Homologia Relativa y Homologia Reducida

Si A C X es un subespacio, queremos relacionar los grupos de homologia de A y X.
Observar que el morfismo i, : Hy,(A) — H,(X) inducido por la inclusién i : A — X no es
en general mono (por ejemplo, si A = S1 C X = D? se tiene Hy(A) = Z y Hi(D?) = 0).

La forma de relacionar los grupos de homologia de subespacios con los del espacio total
es mediante los grupos relativos de homologia.
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Si A C X, el complejo singular de A puede verse como un subcomplejo del complejo
singular de X. De hecho, S.(A) estd generado por los n-simplices singulares de X cuyas
imédgenes caen en A. Notar ademés que el morfismo de borde en el complejo de A es la
restriccién del morfismo de borde de X.

Por lo tanto podemos considerar el complejo cociente S, (X)/S«(A) y se obtiene una
sec de complejos (es decir, un diagrama de complejos de cadenas que es una sec de grupos
abelianos para todo n):

0— Si(A) 5 S (X)L S, (X)/S(A) — 0
donde ¢ es la inclusién y ¢ el morfismo cociente.

2.3.7 Definiciéon. Dado A C X, definimos los grupos relativos de homologia como
Hp (X, A) = Hp((5:(X)/54(A)))

Estudiemos ahora cémo se relacionan los grupos Hy,(X), H,(A4) y Hp(X, A).
El siguiente resultado relaciona los grupos de homologias de los complejos de una sec.

2.3.8 Proposicién. Una sec de complejos de cadenas 0 — A, EN B, % ¢, — 0 induce
una sucesion exacta larga de las homologias

o Ho(A) 25 Hy(B) 25 HA(O) 2 Hyi(A) — ..

El morfismo 0 : Hy,(C) — Hy,_1(A) se llama morfismo de conexidn.

Proof. Para probar este resultado utilizamos el lema de la serpiente (ejercicio (d) seccién
2.1) aplicado al diagrama

A,/Imd —— B,/Imd —— C,/Imd" ——0

o

0 kerd ker d’ ker d”

los nucleos de los morfismos verticales resultan los grupos de homologia en grado n y los
conucleos son los grupos de homologia de grado n — 1. Luego solamente resta pegar todas
las sucesiones resultantes para todos los n. ]

En el caso particular de la sec 0 — S.(A) 4 S.(X) L 8,(X)/S.(A) — 0, se obtiene
la sucesién exacta larga de homologia relativa:

..— Hy(A) - Hy(X) - Hy(X,A) - Hp—1(A) — ...

Para el caso A = ), es claro por definicién que H,(X,0) = H,(X).

Si A es un punto x € X, notamos H, (X, z) al grupo H, (X, {z}). Usando la sucesién
exacta de homologia relativa y sabiendo que H, (x) = 0 paran # 0y Hy(x) = Z, se obtiene
que

H,(X,z)=H,(X)n>1
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Ho(X)=Ho(X,z)®Z

Notamos H,,(X) = H, (X, x) para todo n y los llamamos grupos de homologia reducida
de X.

Notar que H,,(X) = H,(X) para todo n > 1y que Hy(X) tiene una dimensién menos
que Hy(X).

Por ejemplo, los grupos de homologia reducida de los espacios contractiles valen 0 para
todo n > 0.

Teoremas Clasicos

Ahora estudiaremos el teorema m&s importante de homologia singular, del cual se de-
ducen los resultados clasicos de la teoria que permiten calcular efectivamente los grupos
de homologia de muchos espacios.

Sea X un espacio y sea U una familia de subconjuntos de X que cubren todo X.
Definimos para todo n el subgrupo S%(X) C S,(X) como el subgrupo generado por los
simplices singulares o : A" — X tales que Im o C U; para algin U; del cubrimiento.

Si o € SY(X) entonces do € SY |(X) y por lo tanto, (S¥(X),d) es un subcomplejo
del complejo singular de X.

Si U es una familia de subconjuntos de X, el interior de Uf serd la familia de los interiores
de los U; € U. Notaremos int U = {int U;}.

2.3.9 Teorema. Sild es una familia de subconjuntos de X tal que int U cubre X, entonces
la inclusion de complejos i : SY(X) — S«(X) es un retracto por deformacion. Es decir,
existe un morfismo de complejos v : Sy (X) — SYU(X) tal que ri = 1 eir ~ 1. En
particular, H,(X) = H,(S4(X)) para todo n.

La demostracién completa de este teorema puede consultarse en [3, 7]. La idea funda-
mental que se utiliza para definir el morfismo r es la de subdivir los n-simplices singulares
de X (utilizando la subdivisién baricéntrica de los A™) para escribir cada n-simplex como
una suma de varios simplices cuyas imagenes caen en algunos de los subconjuntos del
cubrimiento. Como dijimos anteriormente, la posibilidad de subdividir los simplices sin-
gulares es lo que permite el cdlculo de la homologia. Veamos cémo usar este resultado
para probar los teoremas clésicos.

Empecemos estudiando la sucesién de Mayer-Vietoris.

Sean U,V C X tales que int U Uint V = X y consideremos la familia & = {U,V'}
cuyo interior, por hipdtesis, cubre X.

Definimos una sec de complejos

0= S, (UNV) S S,(U) & S.(V) L sU(X) =0
donde (o) = (0,—0) y B(o,v) =0 + v.

Consideremos la sucesién exacta larga de homologias inducida. En grado n, la ho-
mologia de S,(U N'V) es por definicién H, (U N'V). Por el ejercicio (f) seccién 2.1, la
homologia de S.(U) ® S«(V') es H,(U) ® H,(V) y por el teorema anterior, la homologia
de SY(X) es H,(X). Por lo tanto, obtenemos la sucesién exacta de Mayer-Vietoris:
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.= H,(UNV)—- H,(U)® Hy(V) - Hpy(X) > H, 1 (UNV) — ...
que relaciona la homologia de X con lasde U,V y UNV.
Estudiemos ahora el teorema de Escision.

2.3.10 Teorema. Sean A,W C X tales que la clausura de W estd contenida en el interior
de A. Entonces la inclusion i : (X — W, A—W) — (X, A) induce isomorfismos

para todo n.

Demostracion. Sea B = X — W. Se tiene entonces int AUint B = X. Sea U =
{A, B}. Como el interior de U cubre X, se tiene que i : S¥(X) — S.(X) es retracto por
deformacién. Pero ademés se puede comprobar que pasando al cociente

i: SY(X)/S.(A) = S.(X)/S.(A)

sigue siendo retracto por deformacion.
Como SY(X)/S.(A) = S.(B)/S.(AN B), se tiene que

H,(B,ANB)=H,(X,A)
Luego, como AN B = A — W, se obtiene el resultado enunciado. O

Usando este teorema probaremos un resultado muy 1util que dice que la homologia
relativa de un par bueno (X, A) coincide con la homologia reducida del espacio cociente
X/A.

Primero necesitamos un lema previo.

2.3.11 Lema. Sean A,V C X subespacios tales que A C V. Las inclusiones de pares
(V,A) C (X, A) C (X,V) inducen una sucesion exacta larga

.= H,(V,A) - Hy(X,A) - Hy (X, V) - H,1(V,A) — ...
Demostracion. Considerar la sec de complejos
0 — S.(V)/5:(A) = 5.(X)/S5:(A) = Su(X)/S.(V) = 0
y luego tomar la sucesion exacta larga de homologia inducida. O

2.3.12 Teorema. Si (X, A) es un par bueno, entonces la funcion cociente q : (X, A) —
(X/A, AJA) induce isomorfismos

q: Hy(X,A) = H,(X/A, %) = Hy(X/A)

para todo n.
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Demostracion. Sea V abierto de X que contiene a A tal que la inclusién i : A — V es
retracto por deformacién fuerte. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Ho(X,A) — ~ Hy(X,V) C H. (X~ AV - A)

. -

Ho(X/A, AJA) —L= H,(X/A,V/A) <> H,(X/A— AJA,V/A — AJA)

Los morfismos horizontales son los inducidos por las distintas inclusiones y los morfis-
mos verticales son inducidos por los cocientes.

Veamos primero que « es un isomorfismo: Como A C V es retracto por deformacion
entonces Hy(A) = H,(V) y se tiene que H,(V, A)=0 para todo n. Por la sucesién exacta
larga del lema anterior, se deduce inmediatamente que « es isomorfismo.

El morfismo v es isomorfismo por la misma razén, teniendo en cuenta esta vez que
AJA — V/A es retracto por deformacién.

Los morfismos 8 y d son isomorfismos por escisién.

El morfismo vertical g2 es un isomorfismo porque en este caso la funcién cociente a
nivel topoldgico resulta un homeomorfismo.

Por la conmutatividad del diagrama, resulta que ¢ es isomorfismo. ]

2.3.13 Corolario.
0 n#m

Z n=m

H,(S™) = {

Demostracién. Por induccién en la dimensién de la esfera. Para m = 0, tenemos que S°
son dos puntos discretos y por lo tanto lEIO(SO) = Z (porque tiene dos componentes arco
conexas) y H,(S%) =0sin > 0.

Para el paso inductivo, consideremos el par bueno (D™, S™~1). Como S™ es homeo-
morfo al cociente D™/S™~!  se tiene, aplicando el teorema anterior, que

H,(S™) = H,(D™, 5™ ).

Ademds, como D™ es contractil, por la sucesién larga de homologia relativa, se tiene
H, (D™, 8™~ = H,,_1(S™ 1) y usando la hipétesis inductiva, se obtiene el resultado. [

Obtenemos el siguiente corolario inmediato.
2.3.14 Corolario. Sin # m, entonces S™ y S™ no son del mismo tipo homotdpico.

Estos resultados seran utilizados en varias aplicaciones importantes que estudiaremos
en el capitulo 3.

Relacion entre homologia simplicial y singular

2.3.15 Definicién y Observacion. Si L C K es un subcomplejo simplicial, se pueden
definir los grupos relativos de homologia simplicial H,, (K, L) andlogamente a lo que ocurre
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con la homologia singular. Es decir, H, (K, L) son los grupos de homologia del complejo co-
ciente Cy(K)/C4«(L). Claramente se obtiene también en el contexto simplicial una sucesién
exacta larga de homologia relativa.

.— H,(L) — H,(K) — H,(K,L) — H,—1(L) — ...

Sea K complejo simplicial. Notamos con C,(K) el complejo (de cadenas) asociado a
K y S.(|K]|) el complejo singular del poliedro determinado por K. Definimos un morfismo

Xn 2 Cn(K) — Sn(|K])

que le asigna a cada n-simplex orientado o = [vg...v,] de K la funcién caracteristica
x(0) : A™ — |K|, que es el morfismo afin que manda los vértices ordenados de A™ a los
vértices ordenados de |o|.

Claramente los morfismos x,, conmutan con los respectivos morfismos de borde y se
obtiene el morfismo caracteristico

X : Cu(K) — S« (|K)).

Es claro que el morfismo caracteristico induce morfismos entre las homologias simplicial
y singular:

X Ho(K) — Ho(|K[)  x: Hn(K, L) — Hn (K|, |L])
Ahora podemos enunciar el teorema que relaciona ambas homologias.

2.3.16 Teorema. El morfismo caracteristico induce isomorfismos x : Hy,(K, L) — H,(|K]|,|L|)
para todo n. En particular, tomando L =0, se tiene el isomorfismo Hp(K) = H, (| K]).

Demostracién. Probamos primero el teorema para K de dimensién finita y L = (. Lo
hacemos por induccién en m = dim K.

Sea K" el r-esqueleto de K.

Observemos que el complejo de cadenas relativo C,(K™)/C.(K™ 1) vale 0 para todo
n # m y en grado n = m es el grupo abeliano libre generado por todos los m-simplices de
K. Por lo tanto la homologia H,, (K™, K™~ 1) tiene la misma descripcién que el complejo
relativo.

Por otro lado, para calcular los grupos H,(|K™|,|K™ !|), consideremos la funcién
continua H (A™ OA™) — (|K™|,|K™!|) inducida por la caracterfstica de todos

m—simplices

los m-simplices de K. Esta funcién induce un homeomorfismo evidente

[Tam/TToam — [xm/jxmt

El espacio de la izquierda es homeomorfo a la unién en un punto de tantas copias de 5™
como m-simplices tiene K y por lo tanto se obtiene que

Hy(IK™], [K™Y) = Ha(|K™/[K™ ) = Ha(\/ 5™)
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Por el ejericio (i) al final de esta seccién, sabemos que H,(\/ S™) vale 0 para n # m y
es el grupo abeliano libre con un generador por cada copia de S™. Por lo tanto, se obtiene
que x : H,(K™ K™ 1) — H,(|K™|,|K™!|) es un isomorfismo para todo n (observar
que X, manda genereradores en generadores).

Consideremos ahora el diagrama conmutativo de filas exactas

Hn_H(Km,Km_l) - o Hn(Km_l) - o Hn(Km) - o Hn(Km,Km_l) - o n—l(Km_l)

i | | | |

Hpr (K™ | K™ 7H) —— Ho(JK™ 7)) —— Ha(|K™|) —— Ho(|K™[,[K™ 7)) —— Hooa (JK™ )

Todos los morfismos verticales son los morfismos caracteristicos correspondientes. Vi-
mos que el primero y el cuarto de esos morfismos verticales son isomorfismos y el segundo
y el quinto son isomorfismos por hipétesis inductiva. Por el lema de los 5 (ejercicio (c)
seccién 2.1), resulta que el morfismo del medio es isomorfismo y eso es lo que querfamos
probar.

Para K de dimensién infinita, la demostracién se deduce de lo anterior ya que todos
los esqueletos de K tienen dimension finita y los ciclos y bordes del complejo singular de
| K| intersecan finitos simplices (porque la imagen es compacta).

Para probar el teorema para un par (K, L) en general, consideramos las sucesiones de
grupos relativos y nuevamente se prueba usando el lema de los 5 (sabiendo que el teorema
vale para K y L). O

2.3.17 Corolario. Si X es un poliedro compacto, entonces H,(X) es un grupo abeliano
graduado finitamente generado (es decir, los grupos H,(X) son finitamente generado para
todo n y ademds casi todos son cero).

Ejercicios Seccion 2.3

(a) Sea X espacio topolégico y { Xy} familia de componentes arco conexas de X. Probar
que H,(X) = ®H,(X}).

(b) Sea A un subespacio de X. Probar que Hy(X, A) = 0 siy sélo si A interseca todas
las componentes arco conexas de X.

(¢) 1. Sea A C X un subespacio. Un n-ciclo relativo es un elemento o € S,(X)
tal que do € S,_1(A) y un n-borde relativo es un elemento o € S, (X) tal
que 0 = dw + 7y con w € Sp+1(X) y v € Sp(A). Probar que los elementos
de H,(X,A) son las clases de los n-ciclos relativos y que la clase de un ciclo
relativo o es 0 si y sélo si o es un borde relativo.

2. Probar que el morfismo de conexién 0 : H,(X,A) — H,_1(A) de la sucesién
exacta larga de homologia relativa tiene la siguiente descripcién: Si@ es la clase
de un ciclo relativo en Hy (X, A), 0(7) es la clase del ciclo do en H,_1(A).
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(d)

(e)

G.MINIAN

Probar que una funcién continua de pares f : (X, A) — (Y, B) induce un morfismo
o Ho(X, A) — H,(Y,B) ¥n

Probar que una homotopia de pares h: f ~ g : (X, A) — (Y, B) induce una homo-
topia ¢ : fi =~ g« entre los complejos relativos y por lo tanto fi. = g« : Hy(X, A) —
H,(Y,B).

Sea X espacio topolégico y sean A, B C X subespacios tales que B C A. Probar
que existe una s.e. larga

..— H,(A,B) — H,(X,B) - Hy(X,A) - H,_1(A,B) — ...

inducida por las inclusiones.

Seai: A — X subespacio y sea C(i) el cono de la inclusién i. Probar que H,(C(i)) =
H,(X,A).

Sea {X;} una familia de espacios topolégicos y sea x; € X; tal que (X;, x;) es un par
bueno para todo 7, es decir existe un entorno abierto U; de x; tal que la inclusion del
punto en el abierto es un retracto por deformacién fuerte. Si X =/, X; es la unién de
los espacios, identificando todos los puntos bases x;, probar que ﬁn(X ) = @iﬁn(Xi).

Calcular ﬁn(\/ S*).
ieA

Sea Y un espacio contractil y sea y € Y. Probar que H,(X x Y, X x {y}) = 0 para
todo espacio X.

1. Sea A C X retracto (es decir, existe r : X — A continua tal que ri = 14).
Probar que Hy(X) = Hy(A) ® Hy(X, A).

2. Sea X espacio topoldgico y sea p € S™. Deducir del item anterior que
H,(X x §™) = Hy(X) & Hy(X x 5", X x {p})

3. Probar la sucesién relativa de Mayer-Vietoris: Sea (X,Y) par topoldgico, sean
A, B C X tales que int AUint B = X ysean C C Ay D C B tales que
int DUint C =Y. Probar que existe una sucesién exacta larga

..— Hy,(ANB,CND)— Hy(A C)® Hy(B,D) — Hy(X,Y) — ...
4. Probar, usando el item anterior, que
Hy(X x 8", X x {p}) = H,_1(X x "', X x {p})

5. Deducir que
Hq(X x 8", X x{p}) = Hq—n(X)
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y por lo tanto se obtiene el siguiente resultado interesante:

Hy(X x §") = Hy(X) & Hyn(X)

6. Calcular los grupos de homologia de S™ x S™ y los del toro n-dimensional(S* x

Cox Sh.
(1) Sean z1, ...,z puntos de R™. Calcular Hy(R" — {z1,...,2m}).

(m) Dado un espacio X, definimos la suspensiéon ¥X como el espacio que se obtiene del
cilindro X x I identificando todos los puntos (x, 1) de la tapa en uno solo y todos los
puntos (z,0) de la base en otro punto. Notar que la suspensién se obtiene del cono
CX identificando todos los puntos de la base. Probar que H, (X) ~ H,1(XX).



Capitulo 3

Aplicaciones

3.1 Aplicaciones Basicas

Corr}encemos estudiando alguna aplicaciones que se deducen inmediatamente del calculo
de H,(S™) (2.3.13).

3.1.1 Teorema. La inclusién i : S"~! — D™ no es un retracto (es decir, no existe
r: D" — S™L continua tal que ri =1).

Demostracion. Si existiera tal r : D™ — S’”_}, entonces la identidad de Z = H,,_;(S™1)
se factorizarfa como 1 = r,i,. Pero como H,_1(D") = 0, se tiene que r, = 0 y por lo
tanto 1 =0 : Z — Z, que es un absurdo. O

Como corolario obtenemos el teorema de punto fijo de Brouwer.
3.1.2 Corolario. Toda funcion continua f: D™ — D" tiene puntos fijos.

Proof. Supongamos que f no tenga puntos fijos, es decir, f(x) # z para todo x.
Construimos una funcién r : D™ — S™~! de la siguiente forma. Para cada z € D"
consideramos la semirrecta con origen en f(x) y que pasa por x y tomamos r(x) como el
punto de interseccién de esta semirrecta con el borde del disco.
La funcién r esté bien definida porque f(x) # z y es continua por serlo f. Ademéds r
restringida al borde es la identidad. Por lo tanto hemos construido una retraccién y esto
contradice el teorema anterior. O

Vimos en 2.3.14 que S™ y S™ no tienen el mismo tipo homotdpico si n # m. De este
resultado deducimos el siguiente.

3.1.3 Teorema. Sin # m, entonces R™ y R™ no son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos existe un homeomorfismo ¢ : R® — R™. Si z € R", la funcién
¢ :R" —{z} - R™ — {¢(x)} sigue siendo un homeomorfismo. Pero R"™ — {z} es del tipo
homotépico de S~ ! y R™ — {4(z)} es del tipo homotépico de S™~1 y esto contradice
2.3.14. ]

Usando el teorema de escisién podemos generalizar este resultado.

48
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3.1.4 Teorema. Si U es un abierto no vacio de R™ y V es un abierto de R™ y U y V
son homeomorfos, entonces n = m.

Demostracion. Tomamos un punto cualquiera x € U y consideramos el cerrado U¢ C
R™ — {x}. Por el teorema de escisién tenemos

Hy(R",R" — {z}) = Hy(R" - U, R" — {a} —U°) = Hy(U,U — {z})
y como R"™ es contractil se tiene

0 g#n

Hy(U,U — {z}) = Hy (R" — {a}) = {Z i—n

Lo mismo hacemos con V' C R™. Ahora bien, si U y V son homeomorfos, entonces
también lo son los pares (U,U —{z}) y (V,V —{y}) (donde y es el punto imagen de x por
el homeomorfismo) y sus grupos de homologia deben ser isomorfos. De donde se deduce
que n = m. ]

Este teorema nos da una idea para definir los grupos locales de homologia para
cualquier espacio X.

Si X es un espacio y x € X, podemos definir los grupos locales de homologia en x
como los grupos H, (X, X — {z}).

Por el teorema de escisién, para todo entorno abierto U de x se tiene

Ho(U,U — {2}) = Ho(X, X — )

(de ahi viene el nombre de grupos locales).

Como ejercicio para el lector dejamos la demostracién del siguiente resultado.

3.1.5 Proposicion. Si f : X — Y es un homeomorfismo local, entonces
fe i Ho(X, X —{a}) = Ho (Y)Y —{f(2)})

es un isomorfismo para todo n.

3.2 Numeros de Betti y Caracteristica de Euler

Observemos los siguientes CW-complejos:
o Q AN

. Qué tienen en comun? Principalmente son todos homeomorfos a S'. Pero ademds
si contamos sus O-celdas y 1-celdas comprobamos que la cantidad de 0-celdas menos la



50 G.MINIAN

cantidad de 1-celdas (o vistos como poliedros, la cantidad de vértices menos la cantidad
de aristas) es igual a 0.
Consideremos ahora los siguientes CW-complejos contréctiles

@,

Todos cumplen que la cantidad de 0-celdas menos la cantidad de 1-celdas mas la
cantidad de 2-celdas es igual a 1.
De esto se trata la caracteristica de Euler, que ahora empezaremos a estudiar.
Recordemos primero que todo grupo abeliano finitamente generado M puede descomponerse
en forma Unica como
M=ZL"®Zp, ®Zp, ® ... D Ly,

con n;/niyq para todo i.
La dimensién de la parte libre de M es el rango de M y lo denotamos r(M) = m.

3.2.1 Definicién. Un grupo abeliano graduado M, = {M,} es finitamente generado si
todos los grupos M, son finitamente generados y son todos nulos salvo finitos.

Notar que si (Cy, d) es un complejo finitamente generado, entonces la homologia H,(C,)
también resulta finitamente generada.

3.2.2 Definicién. Si M, es un grupo abeliano graduado finitamente generado, su carac-
teristica de Euler es el entero

X(M) = (=1)"r(Cy)
El siguiente resultado algebraico es la clave de este tema:
3.2.3 Proposicion. Sea (Cy,d) un complejo de cadenas. Entonces x(Cyx) = x(H«(C)).
Demostracion. Observemos primero que, si 0 - A — B — C' — 0 es una sec, entonces

r(B) =r(A) +r(C).

Para todo n, consideremos las siguientes sec
0—>Zn—>Cnd—">Bn_1—>O 0—>Bn—>Zni>Hn(C)—>O
donde B,, son los n-bordes y Z,, son los n-ciclos y ¢ es el morfismo cociente.

Se tiene, por lo tanto, que r(Cy,) = r(Z,) + r(Bn-1) y 7(Zn) = r(Bn) + r(H,(C)).

Reemplazando en la primera ecuacion obtenemos
r(Cn) = r(Hp(C)) + r(Bn) + 1(Bn-1)

y tomando las sumas alternadas se obtiene el resultado enunciado. O
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3.2.4 Observacion. Si X es un CW-complejo, podemos definir la homologia celular de X
andlogamente a como definimos la homologia simplicial, tomando un complejo de cadenas
que en grado mn es el grupo abeliano libre generado por las n-celdas de X. Se puede
comprobar también que la homologia celular y singular de los CW-complejos son isomorfas.

Si X es un CW-complejo con finitas celdas (es decir, compacto), su complejo celular
asociado resulta evidentemente finitamente generado (por las finitas celdas) y por lo tanto
también su homologia es finitamente generada. Definimos el n-ésimo numero de Betti de
X como el rango de su n-ésimo grupo de homologia:

bn(X) = r(Hn (X))

3.2.5 Definicién. Sea X un CW-complejo finito ( o en particular, un complejo simplicial
finito). Definimos la caracteristica de Euler de X como el entero

X(X) =) (~1)"an
donde «,, es la cantidad de n-celdas( o n-simplices) de X.

Por la proposiciéon anterior se tiene que

X(X) =Y (—)"an =Y (=1)"r(Ca) = Y (=1)"r(Ha(C)) = Y_(=1)"ba(X)

Entonces la caracteristica de Euler depende de la homologia de X y por lo tanto es un
invariante topolégico (no depende de la estructura celular de X).

Como consecuencia evidente, si dos CW-complejos tienen el mismo tipo homotépico,
entonces sus caracteristicas de Euler coinciden.

Es claro que este invariante es mucho mas ficil de calcular que la homologia pero al
mismo tiempo es menos poderoso. Sabemos, por ejemplo, que la homologia diferencia S™
de S™ para todo n # m, en cambio

0 n impar
x(5") = { -
2 n par

3.3 Teorema de Separacion de Jordan-Brouwer

Estudiaremos ahora las propiedades de separacion de las esferas y deduciremos dos teore-
mas famosos: el teorema de separacién de Jordan-Brouwer y el teorema de invariancia de
dominio, que fueron probados por Brouwer a principios del siglo XX.

3.3.1 Teorema. Sea A C S" un subespacio homeomorfo a I* (6 D¥) con 0 < k < n.
Entonces Hy(S™ — A) = 0 para todo q.

Demostracion. Lo probamos por induccién en k.
El caso k = 0 es sencillo pues I' = % y S™ — x = R" que es contractil.
Para el paso inductivo, consideremos el homeomorfismo h : I*¥ — A.
Tomamos I* = I*~1 x [0,1] y consideramos

A =n(I*1tx[0,1/2]) AT =hn(I*1t x[1/2,1]
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Sean U =8"— A" yV =85"—-A". Como A~ y A" son compactos y S™ es Hausdorff,
entonces son cerrados y por lo tanto U y V resultan abiertos de S™.

Notar que UNV =8" -~ Ay UUV = 8" — h(I*! x {1/2}).

Por hipétesis inductiva, I:Iq(U U V) =0y por Mayer-Vietoris resulta

Hy(UNV) = Hy(U) & Hy(V)

para todo q.

Supongamos que ﬁq(S” — A) # 0 para algin ¢. Entonces existe un g¢-ciclo o que no
es borde en S™ — A y por lo anterior, ese ciclo no es borde en S™ — A~ 6 en S* — AT,
Supongamos que no es borde en S™ — A~. Tomamos I*~! x [0,1/4] e I*~! x [1/4,1/2]
y hacemos lo mismo que antes. Asi nos vamos construyendo una sucesién de intervalos
encajados

I>DLDDLhD...

de tal forma que ¢ no es borde en S" — h(I*~! x I,) para todo r € N.
Sea p € ﬂ[r. Nuevamente por hipdtesis inductiva sabemos que o es un borde en

,
S™ — h(I*=1 x {p}). Es decir 0 = dw y w es una suma finita de (q+ 1)-sfmplices singulares
w; : AT §™ — p(IF 1 x {p})

cuyas imagenes son compactos.

Como {S™ — h(I*=! x I,)}, es un cubrimiento abierto de S™ — h(I*~! x {p}) y como
I.;1 C I, para todo r, entonces existe un rq tal que w cae en S™ — h(I*~1 x I,,) y por lo
tanto o es borde en S™ — h(I*¥~! x I,). Eso es una contradiccién y por lo tanto queda
probado el teorema. O

3.3.2 Corolario. Sin > 2, una curva simple no cerrada en S™ (¢ en R™) no lo separa.

Proof. Una curva simple no cerrada es homeomorfa a I y por el teorema anterior se tiene
que Ho(S™ —I) = 0 y por lo tanto S™ — I tiene una componente arco conexa. Como los
abiertos de S™ son localmente arco conexos, las componentes conexas y arco conexas son
las mismas y por lo tanto S™ — I tiene una sola componente conexa.

Para el caso R", simplemente hay que tener en cuenta que R” = S™ — {x} y que sacarle

un punto a un abierto de S™ (para n > 2) no cambia sus propiedades de conexion. O
3.3.3 Teorema. Si B C S™ es un subespacio homeomorfo a S* con k = 0,...,n — 1,
entonces

Z g=n—k-—1

ﬁq(S”—B):{O g#n—k—1

Demostracion. Lo probamos por induccién en k.
El caso k = 0 es simple, dado que S™ — B resulta, en este caso, del mismo tipo
homotépico que S”~! y, por lo tanto, se tiene

A ) Z g=n-1
H,(S" — B) = Hy(S™ 1) = =n=-
0 ¢g#n—1
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Para el paso inductivo consideramos BT como el hemisferio norte de B (es decir, la
imagen por el homeomorfismo del hemisferio norte de la esfera) y B~ el hemisferio sur.
Por lo tanto BT y B~ son homeomorfos a D*¥ y B~ N Bt es homeomorfo a S*~1.

Consideramos U = S® — BT y V = S™ — B~ que resultan abiertos en S™. Entonces
UNnV=8S"-ByUuV =58"—(BtNnB™).

Por el teorema anterior, resultan I:Iq(U) =0y I:Iq(V) = 0 para todo grado ¢ y por
Mayer-Vietoris aplicado a U y V, obtenemos

[1,(S" ~ B) = Hysa(S" — (B 1 B7)).
Utilizando la hipétesis inductiva se obtiene el resultado buscado. O

Como corolario inmediato obtenemos el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer.

3.3.4 Teorema. Si B C S™ es un subespacio homeomorfo a S™', entonces B separa a
S™ en dos componentes conexas de las cuales B es el borde.

Demostracién. Por el resultado anterior tenemos que Ho(S™ — B) = Z y eso significa que
S™ — B tiene dos componentes arco conexas. Como S™ — B es un abierto de S™, entonces
es localmente arco conexo y por lo tanto deducimos que S™ — B tiene dos componentes
conexas.

Sean (1, Cy las dos componentes. Veamos que B = 9C = 0C3 (donde el borde 0C;
es la clausura C; menos el interior int Cy).

Como C; son abiertos en S™ — By S™ — B es abierto en S™, entonces C; son abiertos
en S™ y por lo tanto B U C; resultan cerrados en S™. Eso implica que C; C BU C; y por
lo tanto 0C; C B.

Resta ver, entonces, que B C dC;. Como B no interseca a C;, basta ver que B C C;.
Sea x € B, debemos ver que todo entorno abierto U de z interseca a C;.

Sea U C 8™ abierto, con « € U. Como B es homeomorfo a S" !, existe K Cc UN B
tal que z € K y B — K es homeomorfo a D""!. Por el primer teorema de esta seccién,
sabemos que Ho(S™ — (B — K)) = 0 y por lo tanto S™ — (B — K es arco conexo.

Tomamos puntos p; € Cy y po € Cy y, por ser arco conexo, podemos encontrar un
camino w de p; a pa que caiga en S™ — (B — K). Como C; son las componentes de S™ — B,
entonces el camino debe cruzar por K C U y por lo tanto U interseca a C;. O

Observar que este teorema es una generalizacion del teorema de la curva de Jordan
que dice que toda curva simple y cerrada en S? (6 en R?) lo separa en dos componentes
conexas y la curva resulta el borde comun de ambas componentes.

Ahora llegé el turno de estudiar el teorema de invariancia de dominio.

Observemos primero que si X es un espacio topolégico y A, B C X son subespacios
homeomorfos, aunque uno de ellos sea abierto en X, el otro no tiene por qué ser también
abierto en X. Por ejemplo, tomando

X=1I A=(0,1/2], B = (1/2,1]

resulta que A y B son homeomorfos via ¢ : A — B, ¢(x) = x + 1/2 y B es abierto en I,
en cambio A no lo es.
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El teorema de invariancia de dominio dice que ser abierto en R™ es un invariante
topolégico (de ahi el nombre, ya que anteriormente llamaban dominios a los abiertos de
R™). Concretamente:

3.3.5 Teorema. Si X C R" es un subespacio homeomorfo a un abierto de R™ entonces
X resulta abierto en R™.

Demostracion. Tomando S™ = R" U {co} la compactificacién en un punto, trasladamos el
problema a un subespacio X C S™ homeomorfo a un abierto de S™.

Sea x € X. Como X es homeomorfo a un abierto de S™ y las bolas son una base de
entornos, entonces existe un entorno D de z en X tal que D es homeomorfo a D". Sea S
la imagen de S"~! = 9D" via ese homeomorfismo.

Por el primer teorema de esta seccion, el abierto S™ — D es conexo y por el segundo
teorema, el abierto S™ — S tiene dos componentes conexas. Como

St S =(S"—D)uU(D-S)

y como D — S también es conexo (por ser imagen de un conexo), entonces S™ — Dy D — S
son exactamente las dos componentes de S™ — S. En particular, D — S resulta abierto en
S™ — Sy por lo tanto resulta abierto en S™.

Se tiene entonces x € D — S C X, con D — § abierto en S™ y por lo tanto X resulta
abierto en S™. 0

3.3.6 Corolario. Sean M y N wariedades topolégicas n-dimensionales (Hausdorff y lo-
calmente homeomorfas a R™). Si M es compacto y N conezo, entonces toda inmersion
i: M — N es un homeomorfismo (es decir, i resulta sobreyectiva).

Demostracion. Sea i : M — N una inmersiéon. Veamos que i es sobreyectiva.

Como i(M) C N es compacto y N es Hausdorff, entonces i(M) es cerrado en N. Basta
verificar que i(M) es abierto en N, ya que, al ser N conexo, resultard i(M) = N.

Sea x € M. Existe un abierto U C M que contiene a z y un homeomorfismo ¢ : U —
o(U) C R™, donde ¢(U) es abierto de R™. Existe ademds un abierto V' C N que contiene
a i(x) y un homeomorfismo ¢ : V- — (V) C R™.

Cambiando U por i~!(i(U) N V), podemos suponer i(U) C V.

Se tiene entonces un homeomorfismo i¢~1 : ¢(U) — (i(U)). Por el teorema de
invariancia de dominio, resulta ¥ (i(U)) abierto en R™ y entonces i(U) C N es abierto que
contiene a i(x). Esto prueba que M es abierto. O

Como consecuencias inmediatas de este resultado enumeramos algunos corolarios cuya
demostracién es muy simple y queda a cargo del lector.

3.3.7 Corolario. S™ no puede ser inmerso en R™.
3.3.8 Corolario. Si m > n entonces R"™ no tiene subespacios homeomorfos a R™.

3.3.9 Corolario. Sim > n, entonces no existe i : R™ — R™ continua e inyectiva.
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Ejercicios Capitulo 3

Probar los dltimos tres corolarios.

Si U C R” es abierto, entonces toda f : U — R™ continua e inyectiva es abierta.

)
)
c) Sean X e Y poliedros compactos. Probar que x(X x Y) = x(X).x(Y).
) Calcular H,(S™ — X) para X un subespacio homeomorfo a S¥ [ S'.
) Idem ejercicio anterior pero para X homeomorfo a S*\/ S'.

)

Sea (D, S) C (D™, 5™ 1) tal que (D, S) es homeomorfo a (D*, S*~1) y DnS"~1 = §.
Probar que la inclusién i : S"~! —§ — D" — D induce isomorfismos en la homologia.
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