Teoria de Numeros - Practica 3
2do. Cuatrimestre 2005
Factorizacién en extensiones y Teoria de Galois

(1) Sea K = Qla] donde « es ua raiz del polinomio z3 — 2% — 2z + 1.

e Calcular el anillo de enteros y el grupo de clases de O . Calcular como
factorizan los primos p < 100.

e Probar que K/Q es Galois (luego su grupo de Galois es isomorfo a
Z/3Z). Usar este hecho para verificar las factorizaciones obtenidas.
Notar que en este ejemplo sucede lo mismo que en extensiones cuadraticas,
a saber los primos no ramificados son inertes o se parten completa-
mente.

(2) Sea K un cuerpo de niimeros y F su clausura normal. Probar que Q[v/Dg| C
E. Deducir que una extensién de Q con grupo de Galois ciclico de grado 3
tiene discriminante un cuadrado perfecto.

(3) Sea K un cuerpo de ntmeros. Un primo p € Z ramifica completamente si
pOx = q", donde n = [K : Q].

e Probar que si p es totalmente ramificado en O entonces lo es en
cualquier cuerpo intermedio, o sea si Q C L C K entonces p es total-
mente ramificado en Oy,.

e Probar que si K,K’ son dos extensiones de Q y p € Z es tal que
p es totalmente ramificado en K y es no ramificado en K’ entonces

KnK =Q.

e Utilizando el item anterior, probar que si p1,...,p, son primos distin-
tos de Z entonces Q[\/p1,...,/Pr] €s una extensién de grado 2" de
Q

(4) Sea K una extensién normal de Q con grupo de Galois G. Probar que si
p € Z es inerte en Ok entonces G es ciclico.

(5) Sean m y n dos enteros libres de cuadrados y # 1. El cuerpo bicuadrético
K = Q[y/m, v/n] es una extensién normal de Q con grupo de Galois Z/2Z &
7Z,/27. Luego hay tres subextensiones de grado dos de Q (jcual es la ter-
cera?). Sea p un primo de Z.

e Supongamos que p ramifica en cada subextensién cuadratica de Q.
. Que pasa con p en Ok ? Dar un ejemplo.

e Supongamos que p se parte en cada subextensién cuadratica de O,
jque pasa con p en Og? Dar un ejemplo.

e Supongamos que p es inerte en cada subextension cuadrética de O,
jque pasa con p en O ? ;Puede esto suceder?



