TEORIA DE NUMEROS Segundo Cuatrimestre 2009

Practica 1

1. Teorema de Euler-Fermat

Sea n > 0y {a1,a2,...,ap(,} un sistema reducido de restos médulo n (o sea,
(a;j,n) = 1 y son no congruentes médulo n). Si a es coprimo con n pruebe que
{aay,aas, ..., aa,, } es de nuevo un sistema reducido de restos médulo n.

Probar que para todo a coprimo con n

2. Sea {a1,az, ..., ay(y) } un sistema reducido de restos médulo n, (n > 2) y N el niimero
de soluciones de x? = 1(n). Probar que

a1asz...qa = (—=1)M?(n).

w(n)

3. Probar que la funcién

fn)=> o(d)

dn

es multiplicativa y calcular f(p*). Probar que

n=> o(d)
din

4. Encontrar el orden de 2 médulo 17 y médulo 19.

5. Sea g una raiz primitiva médulo n. Probar que

g" es primitiva <= (k, ¢(n)) = 1.

6. Sea p # 2 primo. Sea ¢ una raiz primitiva médulo p. Probar:
(a)
g7z =-1(p)
(b) Si ¢’ es otra raiz primitiva, entonces gg’ no es primitiva

(c) Si g estal que g¢' = 1(p), entonces ¢’ es primitiva.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Sea p > 3 es primo. Mostrar que el producto de todas las raices primitivas médulo
pes = 1(p).

. Sea p > 2 primo.

(e)

Probar que hay tantas raices primitivas médulo 2p* como raices primitivas
médulo pF.

Sea ¢ primitiva médulo p*. Probar que g es primitiva médulo 2pF <= g es
impar.

Encontrar raices primitivas médulo 26 y médulo 25.

Mostrar que 3 es rafz primitiva médulo 7% y médulo 2 - 7%, Vk > 1.

Sea f(z) € Z[z] y n = p]'p5?*...p¢*. Entonces, f(xz) = 0(n) tiene solucién si y
solo si f(z) = 0(p;*) tiene solucién para todo ¢ = 1,...,t.

Sea N el nimero se soluciones de f(x) = 0(n) y N; el nimero de soluciones de
f(xz) =0(p}*). Probar que N = Ny...N;.

Sea p un primo impar y sea n = p¥, n = 2p* o n = 4. Probar que 1 y —1 son
las tinicas soluciones de 22 = 1(n).

Mostrar que esto es falso si n no es de alguno de los tipos mencionados en c).
Probar que 22 = 1(2%) tiene una solucién si a = 1, dos si @ = 2 y cuatro si
a> 3.

Encuentre el niimero de soluciones de 22 = 1(n).

Mostrar que 7 y 18 son las tinicas soluciones de #2 = —1(52). Encontrar las soluciones

de 2% = —1(5%).

Sea a impar y n > 3. Mostrar que si 22 = a(2") tiene solucién, hay exactamente 4.

Determinar los valores de a para los cuales las congruencias siguientes son resolubles:

51325

(a)
(b)

a(24), 2% = a(2°), 2% = a(29).

Resolver 3z% + 9z + 7 = 0(13).

Sea p primo, p # 2 y (a,p) = 1. Mostrar que la ecuacién ax? +bx +c = 0(p) es
resoluble si y solo si b?> — 4ac es cero o un residuo cuadratico médulo p.

Mostrar que 622 + 52 + 1 = 0(p) tiene solucién V¥p primo, pero no tiene solucién

entera.

(a)

(b)
(a)

Sea a un residuo cuadratico médulo p (p # 2 primo), entonces p — a es residuo
cuadratico médulo p si y solo si p = 1(4).
p+1

Si p = 3(4), las soluciones de 22 = a(p) son x = +a * (p).

Si ab es residuo cuadratico médulo p, entonces a y b son ambos residuos o ambos
no residuos cuadraticos.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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(b) Siay bson ambos residuos o ambos no residuos cuadréticos, la ecuacién ax
b(p) tiene solucion.

Sea p # 2 primo. Los residuos cuadraticos médulo p son = 1,22,32, ..., ( %)2.

Calcular (222), (421).

Probar que el niimero de soluciones de x? = a(p) est4 dado por 1 + (%)
Si p 1 a el niimero de soluciones de az? + bx + ¢ = 0(p) es 1 + (%).

Determinar cuéles congruencias son resolubles:
r? = 219(419)
222 + 5z — 9 = 0(101)
S5 (3)
z=1\p /) —
St (%‘H’) =0sipfa.
Sea p primo. Mostrar que

=1

Sean a,b € Z conb >0y b=p;i...pr con p; primos no necesariamente distintos.
Se define el simbolo de Jacobi como

5z (G)

Probar que el simbolo de Jacobi satisface:

/

i a =d'(b) entonces (§) = (%)

(e) LRC: Si b, b son impares coprimos,

(3 ()=

1801) .

Evaluar el simbolo de Legendre (m

(a) Solo usando la ley de reciprocidad para el simbolo de Legendre.



25.

26.

27.

28.

29.

(b) Usando la ley de reciprocidad para el simbolo de Jacobi.

Sea p € Z primo. Probar que p = 1(4) <= p es suma de cuadrados en Z <= —1 es
un cuadrado médulo p.

Escribir 113 como suma de dos cuadrados.

2

Sea p # 2 primo, a y k coprimos con p. Mostrar que si la ecuacién x> — ay?® = kp

tiene solucién, entonces (%) = 1. Considere 2% 4 5y? = 7 y muestre que la reciproca

no es cierta.

Muestre que Vp = £3(8) la ecuacién x? — 2y% = p no tiene solucién.

Probar que todo primo p = 1,3(8) se puede escribir en la forma p = a® + 2b°.
=2\ _[1 p=13(8)
» ) T\ -1 p=5,7(8)

) -{4 0

Encontrar p primo tal que p = 2% + 4% = u? 4+ 2v% = 2 + 352,

Verificar que



