TEORIA DE NUMEROS Segundo Cuatrimestre 2009

Practica 2

Reticulos y teorema de Minkowsks.

1. Sea L un reticulo en R?, L C Z2. Probar que el volumen de un dominio fundamental
T es igual al ntimero de puntos de Z? que caen dentro de T

2. (a) Graficar los reticulos de R? generados por los siguientes pares de vectores:
i (2,1)y(1,1)
i. (-1,2)y(2,2)
ii. (1,1) y (2,3)
(b) Decidir si algunos de los conjuntos de vectores dados en el item anterior, generan

el mismo reticulo.

(¢) Mostrar, para cada reticulo, un dominio fundamental 7"y calcular su volumen.

3. Escribir a los primos p = 5,13 y 17 como suma de dos cuadrados en Z usando el
teorema de Minkowski (ver demostracién en la tedrica).

4. Encontrar dos dominios fundamentales distintos para el reticulo de R? generado por
los vectores (0,0, 1), (0,2,0) y (1,1,1). Mostrar, por célculo directo, que los dominios
fundamentales hallados tienen el mismo volumen.

5. Probar que el volumen de un dominio fundamental T" de un reticulo, no depende del
dominio T elegido.
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Algebraicos, enteros, discriminantes, normas y trazas ...

Probar que para todo numero algebraico v existe un n € Z tal que nvy es entero
algebraico.

Sean n,m € Z, libres de cuadrados y coprimos. Probar que v/m ¢ Q(y/n).

Si K es una extensién algebraica de Q de grado impar, entonces K no puede contener
a una raiz primitiva n-ésima de la unidad (n > 2).

Decidir si los siguientes niimeros algebraicos son enteros algebraicos

(a) VIT+ V19
(b) (1+v17)/(2v~19)

Expresar Q(v/2, V/5) en la forma Q(6).

Sea K = Q(v/2). Encontrar todos los morfismos ¢ : K — C. Calcular los polinomios
minimal y caracteristico de v/2,v/2 y 2. Compararlos.

Calcular el discriminante A(1,,a?) relativo a Q(a), donde a es una raiz de la
ctibica 23 4+ pr + q (p, ¢ € Q).

Mostrar con un ejemplo que Ng () y Tk () dependen del cuerpo K.

Encuentre una base de enteros y el discriminante de Q(v/—7), Q(v/11) y Q(/—6).

Calcular una base de enteros y el discriminante de

(a) Q(v2,V3)
(b) Q(V2)

Sean aq,...ay, en el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros K. Supongamos que

Alag,...,an) #0.

(a) Mostrar que si A(aq,...,q,) es libre de cuadrados, entonces {aq,...,a,} es
una base de enteros de K.

(b) Si d € Z es libre de cuadrados y d = 1(4), entonces {1, 1+2\/&} es una base de
enteros de Q(v/d).

Sean aj, . .. a;, enteros algebraicos en Q(6), linealmente independientes sobre Q, tales
que
Alag,...,an) =D

donde D es el discriminante de Q(0).

Probar que {a1,...a,} es una base de enteros de Q(6).



18. (a) Sea R C Dk un Z-mdédulo maximal con base {aq, ..., an}.
Probar que existen un primo p tal que p? | A(aq, ..., a) y un elemento

1 n
v = chiai ¢ €7;0 < ¢ <p;
P
de K, tal que v € Dg.
(b) Hallar una base de Dy para K = Q(V/5).

19. (a) Sea f un polinomio moénico irreducible sobre un cuerpo de nimeros K y sea
« € C una raiz de f. Probar que

fl@)=T[(a-5)
BF#a

donde el producto es sobre todas las raices 3 # « de f.

(b) Sean K = Q(a) y a1, ..., @, las conjugadas de « sobre Q. Probar que
Al a,...,a" V) = £Ng(f'(a))

donde f es el polinomio minimal de « sobre Q y el signo es +1 si y sélo si
n=0,1(4).

20. Sea K = Q(v/7,v/10) y sea a € K un entero algebraico. El objetivo de este ejercicio
es probar que Dk no es de la forma Z[a].

Sea f el polinomio minimal de « sobre Q, (f € Z[x]). Para cada polinomio g €
Z[z] denotaremos g al polinomio en F3[z] que se obtiene de reducir médulo 3 los
coeficientes de g.

(a) Probar que g(a) es divisible por 3 en el anillo Z[a] si y sélo si g es divisible por
f en F3[x].

(b) Suponga que Di = Zla].
Considere los siguientes enteros algebraicos (jpor qué son enteros?):

a1 = (1+V7)(1+V10)
az = (1 +V7)(1 - V10)
agz(l—\ﬁ)(l-i—\/E)
as=(1-V7)(1 - V10)

Probar que cualquier producto o;a; (i # j) es divisible por 3 en Z[a], pero 3
no divide a ninguna potencia de «;.

Sugerencia: Probar que «'/3 no es un entero algebraico. Para ésto considere
la traza de o} y pruebe que

Ti (o) = (T ()" = 47

)

en Z[a]/3Z[a]. | Porqué esto implica que Tk (o) = 1(3) en Z?
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(c) Sean fi(z) € Z[x] tales que o; = fi(a). Probar que f | fifj en Fs[z] (con
i # j), pero que f 1 f. Deducir que para cada i, f tiene un factor irreducible
que no divide a f; pero que divide a todos los f; para j # i (recuerde que Fs[z]
es un DFU.)

(d) El item anterior implica que f tiene al menos cuatro factores irreducibles dis-
tintos en Fs[z]. Por otro lado, f tiene grado a lo sumo 4. ; orqué ésto es una
contradiccién?

Sea K un cuerpo de numeros y sea o € K un entero. Probar que a es una unidad
siy sélo si Ng(a) = 1.

Probar que las unicas unidades de Z[v/—2] son +1.

Probar que 1++/2 es una unidad de Z[\/i], pero no es una raiz de la unidad. Usar las
potencias de 1 + /2 para general infinitas soluciones de la ecuacién z? — 2y? = +1.

Sea K = Q(&) con & = e*™/3, Sea o = a + b€ € Z[¢], el anillo de enteros de Q(€).
Verificar que Ng(a) = a? — ab + b? y deduzca que +1,+¢ y ££2 son las tnicas
unidades en ZI[¢].

Sea K = Q(€) con & = e2m/5,
(a) Probar que —(£2 + ¢£3) es una unidad de K.

(b) Probar que Q(v/5) C K.
(c) Probar que en Q(£) hay infinitas unidades.

Probar que si p = 1(4), el anillo de enteros de Q(&,), & = €>™/P tiene infinitas
unidades.

Sugerencia: Calcular el discriminante del cuerpo y deducir que /p € Q(&p).



