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Medida e Integracion.

Ejercicio 1 Sean E un espacio y—medible de medida finita y {f,}neny una sucesién de funciones
p—medibles de F a [—o0, 00]. Supongamos que { f,,(z)}nen es acotada para u—a.e. x € E. Probar que
para todo € > 0, existe un conjunto medible E. C E y un ntmero positivo k. tal que

w(E\E.)<e y |fo] <kc.en E. ¥neN.

Ejercicio 2 Sea F C R"™ L"—medible y acotado y sea F un cubrimiento de Vitali para E. Probar
que para todo ¢ > 0 existe una familia de cubos

fEE{leQ%"':Qns} (QnEf)
con interiores disjuntos de a pares tal que

S LMQn) —e < LYE) < L" (0 Ean> te.

n=1

Ejercicio 3 Sea {f,}nen una sucesiéon de funciones py—medibles de E a [—oo,00]. Probar que, si
{fn(z)}nen es finita p—a.e. en F, entonces existe una sucesién de nimeros positivos {k, }nen tal que
fokyt — 0 p—ae. en E.

Ejercicio 4 Sean u una medida de Radon sobre R” invariante por traslaciones y A C RY py—medible

con p(A) > 0. Entonces existe ¢ > 0 tal que

B(0,e)cA—A={a—b:a,be A}

Ejercicio 5 Sea E C R un conjunto medible Lebesgue, sea
=1 [|EN[-n,n]|
gy =5 — (Tl
R O .
(a) Probar que p es una medida de probabilidad.
(b) Sea f:R — R medible Lebesgue, f > 0. Probar que

1 ()" fdx
/RfdM:ZT‘< 2n )

n=1

Ejercicio 6 Sean g, {gn}nen p—sumable y f, { fn}nen p— medibles. Supongamos |f,| < g, para todo
ne N7 fn - f H—a.e., gp — g H—a.e. 'y

n—oo
Entonces

tin, [ 17 = fldu =0.

n—oo
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Ejercicio 7 Sean f una funcién y—medible y {f, }nen un sucesién de funciones p—medibles tales que
fn — f en medida. Probar que para todo & > 0,

p(f >t—e),
u(f >t+e).

lim sup p(fn > t)

<
liminf u(f, >t) >

Concluir que u(f, >t) — pu(f > t) solamente en los valores de ¢ donde la funcién distribucién de f es
continua.

Ejercicio 8 Sea p una medida sobre X y f: X — [0, 00] p—medible. Entonces
e}
/ LfIP dp =p/ P u(f > t) dt.
X 0

Ejercicio 9 Sea f: E — R u—medible tal que p(f < t) < oo para todo t € R. Dado G > 0 definimos
una clase de funciones medibles sobre E por

C={g:0§g(m)§1f0raﬂxand/gd,u:G}.
E

Probar que el problema de minimizacion

1= inf/ fagdu.
geC JE
se resulve con
9(%) = Xyp<s}(T) + X =5} (7)
donde
s = sup{t : ul(f < 1) < G,

cu(f=35)=G—p(f <s).

Ejercicio 10 Sea pu la medida definida en el Ejercicio 5.

(a) Sea f : R — R medible Lebesgue, se define la medida en los Borelianos de R como, ps(A) =
p(f71(A)). Sea g : RY — R medible Borel tal que para todon € N [ fgdz =n probar que

1
dps = =.
/Rg ne=3

(b) Para cada £ C R medible Lebesgue y z € R, sea g (E) = pu(E + x). Probar que, p1, << p para
todo x € R y que

%(y) _ Z;.Lozl ﬁx[—n,n] (y + .f)
dp S g X[—nn] (V)

Ejercicio 11 Sean vy i dos medidas de Radon sobre RV, con v << u. Si g es v— integrable, g(Dyv)

es p—integrable probar que
/ gduz/ gD, vdp
E E

para todo E C RY p—medible.
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Ejercicio 12 Si p, v y 1 son medidas de Radon sobre R,

(a) Sipy v son absolutamente continuas con respecto a 7, probar que
Dy(p+v)=Dyu+ Dyv n—ae.
(b) Siv<<pyp<<mn,demostrar que
Dyv = DyvDyp 1 — a.e.

(¢) Si py v son mutuamente absolutamente continuas y no son identicamente cero, mostrar que

Dyw#0 y Dypu= Duufl.



