TEORIA GEOMETRICA DE LA MEDIDA - 1ER. CUATRIMESTRE 2009 1

Funciones de Variacion Acotada.

Ejercicio 1 Sea u € BVjyc(9)

(a) Si p es un nucleo de convolucién y Q. = {x € Q : dist(x, 0Q2) > €} entonces

V(ux*p:) = Duxpe en Q.
(b) Si Du =0, u es constante en cualquier componente conexa de €.

Ejercicio 2 Sean u € BVjo.(2) y ¢ : © — R localmente Lipschitz. Probar que ui) € BVjo.(Q) v

D(up) = Y Du + uVi.

Ejercicio 3 Sea {uy, }nen € BV(£2) una sucesion tal que u, — u en L{ (Q) y
Tim [ Dug|(©) = |1 Dull(©).
Probar los siguiente

(a) Para todo U C 2 abierto se tiene que

lim sup || Duy, ||(U N Q) < || Dul|(TU N Q).

(b) SiU C Q abierto y || Dul|(0U) = 0 entonces

Jim || Dun[|(U) = || Dul|(U).

Ejercicio 4 Si () es un abierto acotado y { £, }en una sucesién de conjuntos de perimetro finito en 2
tal que sup,, [[0E,[|(£2) < oc. Probar que existe una subsucesién {E,; }jen C {En}nen y un conjunto
FE de perimetro finito tal que

XE,, = XE €n Ll(Q)

IOE||(€2) < lim inf |0, [|(<2).

Ejercicio 5 Demostrar, con técnicas elementales, el teorema de Blow-Up para la frontera reducida
en el caso que £ C RV tiene una frontera de clase C'.

Ejercicio 6 Probar que existen conjuntos de perimetro finito en 2 que son soluciones de los problemas
de minimizacion

min {9E)(©) : £¥(B) = ¢} ¥ min{uaEn(Q) +/Egda:},
donde 0 < ¢ < LN(Q) y g € LY(Q).

Ejercicio 7 Sean E C Q de perfmetro finito y C' C € tal que HY~1(C) = 0. Probar que ||0E||(C) = 0.
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Ejercicio 8 Sea u € BV (Q) y C C Q tal que HY~1(C) = 0. Probar que || Dul|(Q2) = 0.

Ejercicio 9 Sea u € L'(f). Probar que
+o0 N
1Dul|(B) :/ HNY B {u> t})dt
para todo B C €2 boreliano.

Ejercicio 10 Sean a,b € R, con a < b. Probar que u € BV (a,b) si y solo si

k
ess V2 (u) = sup {Z lu(t;) — u(ti_l)\} < 00,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones del (a,b) y cada t; es un punto de continuidad
aproximada de u.

Ejercicio 11 Sean f € L. (RY), k € {1,...,N}, —00 < a < b < 400, 2’ = (21,...,Tp_1,

loc
Thit,...,2n) € RN"Iy ¢ € (a,b), mostrar que

&' — ess VP fy

es LN71 medible, donde fi(2',t) = f(x1,...,Th_1,t, Thi1, .., TN).
Ejercicio 12 Sea f € LL _(R"). Probar que f € BVj,.(RY) si y solo si

/essV(lbfk<oo
K

paratodo k=1,...,N,a<by K Cc RV~ compacto.



