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Funciones de Sobolev.

Ejercicio 1 Mostrar que

(a) f(x) = |z| € WP(a,b) para todo 1 < p < oo y para todo intervalo acotado (a,b) de R.
1
(b) g(x) = |x|* € H'(~1,1) si y solo si a > 3

(¢) h(z) = x[o1(x) ¢ WHP(—1,1) para todo 1 < p < oco.
Concluir que toda funcién que tiene un salto en un punto en R no pertenece a WP,

1
(d) v(x) = |In|z||* € H'(B(0,R)) con B(0,R) CR? y R > 0siysolosi0<k< 7

Ejercicio 2 Sea Q C RY abierto.

(a) Probar quesi f,g € Llloc(Q) y

/ féde = / gbdr Yo e CHQ)
Q Q
entonces f = g c.t.p en (.

(b) Mostrar que la derivada de debil de una funcién de Sobolev es unica.

Ejercicio 3 Sea 1 < p < co. Probar que u € WHP(RY) si y solo si u € LP(RY) y

(/. )

u(z + h) — u(z)

es acotado para todo h € R.

Ejercicio 4 Sea  C RY abierto. Probar que W*» () es un espacio de Banach para todo 1 < p < o0
y k € Np.

Ejercicio 5 Probar que W*?(RV) = W(f’p(RN).

Ejercicio 6 Sean @ C RY abierto. Definimos, para todo ¢ > 0, Q. = {z € Q: dist(z,0Q) > &},
1
Ne(x) = =1 (:c) (z € RY) donde 7 es el nucleo regularizante standar y para f € LfOC(Q) definimos
€ €
f¢ =nex f. Probar que
(a) f¢ € C®(Q,) para todo £ > 0.

(b) Si f € C(Q2), entonces f¢ — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de §2.

(¢) fé(x) — f(x) si z es un punto de Lebesgue de f; en particular, f¢ — f c.t.p.

off _ of
8951- = e 61’1

(d) Sife Wll(;z(Q) para algun 1 < p < oo, entonces (t=1,...,N) en Q..

(e) Sife Wll(;i(Q) para algun 1 < p < oo, entonces f¢ — f en WIBZ(Q).
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Ejercicio 7 Sea Q C RY abierto. Probar que para todo 1 < p < oo vale que
(a) Si f,g € WHP(Q) N L>®(R), entonce fg € WHP(Q) N LX(Q) y

9 d
éﬁf) - ai.g ctp (i=12,...,N).
(b) Si f e W'P(Q) y F € CYR), F/ € L™(R), F(0) = 0 entonces F(f) € Whr(Q) y
OF(f) of

_ .
or, F (f)axl ctp. (i=1,...,N).
(Si || < o0, la condicién F(0) = 0 no es necesaria).
(c) Si f € WhP(Q), entonces fT, f~ y |f| € WLP(Q) y

Df+:{Df ct.p.en {f >0} Df_:{o c.t.p. en {f >0}
0 ct.p.en {f <0} Df ctp.en {f <0}

Df  ctp.en{f>0}
D|f|=140 ctp.en {f =0}
—Df ctp.en{f <0}

(d) Df =0 ct.p.en {f =0}.
Ejercicio 8 Probar el Teorema de Traza para las funciones de Sobolev.
Ejercicio 9 Mostrar, mediante un ejemplo, que W"(B(0,1)) no esta contenido en L>(B(0,1))

Ejercicio 10 Mostrar una sucesién acotada en WP(U) con 1 < p < n que no contenga ninguna
subsucesion convergente en LP" (U).

Ejercicio 11 Mostrar que el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrashov es falso para dominios
no acotados.

Ejercicio 12 Demostrar la desigualdad de Poincare

1oy < CIV fllLe@w
para toda f € C}(U) donde C es independlente de f. Deducur que ||V f]|Lr(ry €s una norma equivalente
a la usual en Wy (U).

Ejercicio 13 Demostrar que la desigualdad de Poincare es cierta para funciones f € W1P(U) que
tiene la propiedad L"({f = 0}) > a > 0 con la constante dependiendo de «.

Ejercicio 14 Demostrar que, para 1 < p < oo, la inclusion WP(U) C LP(U) es compacta.

Ejercicio 15 Demostrar la desigualdad de Sobolev-Poincare

(17 - (Hulay) v e UerV’dy)l/p

para f € WIP(U), p<nyl<q<p*
Usando esta desigualdad para U = B(0, 1) y cambiando variables demostrar que

1/q 1/p
(71 = ()l dy) <or (f VP dy>
B(z,r) B(z,r)

(nota: f = integral promediada).



