Capitulo 2

El axioma del infinito

2.1. El conjunto w

Ya observamos que con los axiomas anteriores podemos formar conjuntos
finitos tan grandes como querramos. El axioma que introduciremos ahora nos
permitird obtener conjuntos infinitos. En particular, nos permitiré expresar al
conjunto de los nimeros naturales dentro de la teoria. Conviene destacar que
hasta ahora estamos usando “finito” e “infinito” en el sentido intuitivo. Méas
adelante daremos las definiciones precisas dentro de la teoria.

DEFINICION: Dado un conjunto a, el siguiente o sucesor de a es o/ = aU{a}.

Es claro que la correspondencia a — a’ establece una relacion funcional en
el universo U. Por iteracion podemos, partiendo de (), obtener conjuntos con n
elementos: § (0 elementos), i = QU {0} = {0} (un elemento), §” = {B} =
{0 U {{0}} = {0,{0}} (2 elementos), 0" = {0, {0}, {0, {0}} (3 elementos), ....
Estos conjuntos servirdn para interpretar los ntimeros naturales dentro de la
teoria. Como veremos en el Capitulo 9, los axiomas vistos hasta ahora no nos
garantizan la existencia de un conjunto que tenga a todos ellos como elementos.
Por lo tanto debemos postularlo.

DEFINICION: Diremos que un conjunto y es inductivo, y escribiremos Ind(y),
si y s6lo si hace verdadera la siguiente formula:

ley ANVo (zey — a2’ €y).

Axioma del Infinito: Jy Ind(y).

Resulta inmediatamente de la definicién, que si v es un conjunto no vacio,
cuyos elementos son todos conjuntos inductivos, entonces Nu es un conjunto
inductivo.

Sea a un conjunto inductivo y sea c(a) = {x € P(a) : Ind(z)}. Como
a € c(a), c(a) # 0, luego w = Nc(a) es un conjunto inductivo. Si b es cualquier
conjunto inductivo, aNb € ¢(a). Luego w C b. Resulta asi que w es un conjunto
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20 CAPITULO 2. EL AXIOMA DEL INFINITO

inductivo minimo, en el sentido que estd contenido en todo otro conjunto in-
ductivo. Por el Axioma de Extensionalidad este conjunto inductivo minimo es
dnico.

DEFINICION: El conjunto w sera llamado el conjunto de los niimeros natu-
rales, y los elementos de w seran llamados mntmeros naturales.

El siguiente teorema, que expresa el principio de induccién finita, es una
consecuencia inmediata de la minimalidad de w.

Teorema 2.1.1. Vz [(x Cw A Ind(z)) = = = w].

DEFINICION: Diremos que un conjunto x es transitivo, y escribiremos Trans(x),
siysolosiVt (tex — tCux).

En otras palabras, un conjunto a es transitivo si y sélo si
VavVy(((z € y) A (y €a)) = (z € a)).

Teorema 2.1.2. Trans(0) A Vz (Trans(z) — Trans(z’)). En palabras: el
conjunto vacio es transitivo, y si x es transitivo, el sucesor x' también lo es.

Demostracion. La expresion (z € ) — x C ) es verdadera para todo = porque
x € ) es falso para todo z. Por lo tanto @) es transitivo. Si z es transitivo, el
sucesor de z es ' = x U {x}. Siy € 2, entonces (y € z) V (y = z), en ambos
casos tenemos y C . O

Corolario 2.1.3. Va (z € w — Trans(z)), esto es, todo los elementos de w
son transitivos.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.2 el conjunto a = {z € w : Trans(z)} es
inductivo; como a C w, a = w. O

Corolario 2.1.4. Para todon € w, n' estd caracterizado por las dos propiedades
siguientes: n € n' y Vo € w((n € ) — (n/ C x)). O

En general, que todos los elementos de un conjunto sean transitivos no im-
plica que el conjunto sea transitivo, como lo muestra el siguiente ejemplo: {{(0}}.

Teorema 2.1.5. w es transitivo.

Demostracion. Sea a = {x € w: x C w}. Veremos que a es inductivo. Como
w es inductivo, ) € w; ademas § C w, por lo tanto ) € a. Sea x € a. Tomemos
y € a’ =xU{z}, entonces y € x V y = x. Si y = x, entonces y € w; por otra
parte, siy € x, como z C w, tenemos que y € w. Lo anterior muestra que =’ C w,
y como w es inductivo, x € w implica que ' € w; por consiguiente x’ € a.

Con esto hemos demostrado que a es inductivo y como a C w, tenemos que
a = w. Esto tltimo dice que todos los elementos de w estan incluidos en w, que
es la definicién de transitivo. O
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El teorema anterior muestra que los elementos de un ntimero natural son
nameros naturales. Intuitivamente, tenemos 0 = 0, 1 = {0} = {0}, 2 =1 =

{0,{0}} = {0,1} ...n' ={0,1,...,n}.

Lema 2.1.6. Va Yy [(Trans(z) A ¢y C 2') — y C x]. Esto es, si x es
transitivo e y' es un subconjunto de x', entonces y es un subconjunto de x.

Demostracion. Como y € ', 3y’ C x’ implica y € ’; entonces y € x 0 y es igual
a z. Como zx es transitivo ambas posibilidades para y muestran que y es un
subconjunto de x. O

Corolario 2.1.7. Sim,n € w, entonces (m' =n') = (m = n). O

El lector no tendra ahora dificultad en verificar el conjunto w satisface los
conocidos Axiomas de Peano que caracterizan al conjunto de los ntimeros na-
turales. Esto justifica nuestra definicion. Como los ntimeros enteros, racionales,
reales y complejos pueden construirse a partir de los naturales por operaciones
conjuntistas’, todos ellos pueden definirse dentro de nuestra teorfa axiomaética.

Vamos a dirigir ahora nuestra atencién a las propiedades de orden de los
ntmeros naturales.

Lema 2.1.8. Vz ((Trans(z) A = ¢ ) — ' ¢ 2'). Si x es transitivo y no
pertenece a st mismo, el siguiente de x tampoco.

Demostracion. Six’' € o', se sigue que (2’ € ) V (¢’ = z). Como x es transitivo
tenemos que =’ C z. Pero esto implica que = € x, lo que es falso por hipotesis.
O

Lema 2.1.9. Vn [(n € w) — (n ¢ n)]. Ningin elemento de w es miembro de
8% Mismo.

Demostracion. Sea a = {n € w: n ¢ n}. El conjunto vacio pertenece a a
porque —() € (). Si n € a, tenemos que n es transitivo y n ¢ n, y por el Lema
2.1.8, n’ ¢ n/, entonces n’ € a. Por consiguiente a es inductivo, y esto muestra
que a = w por estar incluido en a. O

Teorema 2.1.10. Dados m y n en w, se cumple una, y solo una, de las si-
guientes condiciones: n € m, m € n, n = m.

Demostracion. Veamos primero que a lo sumo se puede satisfacer una de las
condiciones. En efecto, si m = n y m € n, tendriamos m € m, lo que es
imposible por el Lema 2.1.9. Analogamente se ve que no puede ocurrir que
m =n y m € n. Finalmente, supongamos que m € n y m € n. Entonces por el
Corolario 2.1.3 tendriamos m C ny n C m, esto es m = n, lo que es absurdo
por el Lema 2.1.9.

Param € w,sea S(m)={n c€w : (n€m)V(m en)V(n=m)}. Decir que
se cumple al menos una de las tres condiciones, equivale a decir que S(m) = w

1Estas construcciones estan tratadas en detalle en los libros de Balanzat y de Landau
mencionados en la bibliografia.
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para todo m € w. Por lo tanto, para completar la demostracién bastara probar
que el conjunto S = {m € w : S(m) = w} es inductivo.

Primero veremos que @) € S, esto es, que S(0) = w.

Para ver esto mostraremos que S() es inductivo. Es claro que ) € S(0). Si
n € S(0), entonces (B € n) V (n = 0), lo que implica que ) € n’ = nU{n}, y por
lo tanto n’ € S(0).

Probemos ahora que si m € S, entonces m’ € S.

Sea m € S, esto es S(m) = w. Debemos ver que también S(m’) = w y para
ello probaremos que S(m') es inductivo:

Como ya vimos que S(0)) = w, tenemos que m’ € S((}), lo que implica que
0 eS(m).

Sea z € S(m'). Esto es se cumple una, y solo una, de las siguientes condi-
ciones

(1) zem/, (2)mez, B)z=m'

Como por la hipotesis inductiva S(m) = w, resulta también que 2’ € w =
S(m), esto es
/

(mea)Vv(z' em)V(z =m).

Consideremos cada una de estas posibilidades:

1) Si m € 2’ entonces (m € z) V (x = m). Si x = m, entonces ' = m/, y
2’ € S(m'). Si m € x, no puede ser que se cumpla (1), por lo tanto debera
cumplirse (2) o (3) y en ambos casos obtenemos que m’ € z’, lo que implica
que &’ € S(m/).

1) Si 2’ € m, entonces ' € m’ y resulta 2’ € S(m/).
1) Si 2’ = m, entonces &’ € m’. y también ahora 2’ € S(m’).

En todos los casos ' € S(m'); por lo tanto S(m') = w, es decir, m’ € S.
Esto muestra que S es inductivo y por consiguiente igual a w. O

Corolario 2.1.11. Para m,n en w, se tiene que m C n <> ((m =n)V(m € n)).

Demostracion. Supongamos que m C n. No puede ser que n € m, pues esto
implicaria que n € n, contrariando el Lema 2.1.9. Luego, por el Teorema 2.1.10,
debe ser (m =n) V (m € n). Por otro lado, si (m =n) V (m € n), entonces por
el Corolario 2.1.3 resulta que m C n. O

Del Teorema 2.1.10 y del Corolario 2.1.11 resulta que la relaciéon de inclusiéon
C define un orden total sobre w.

DEFINICION: Sea (a, < ) un conjunto ordenado y sea b C a. Diremos que z es el
primer elemento de bsi z€by Ve €b (2 < x).

DEFINICION: Una relacion de orden < sobre un conjunto a se dice un buen
orden si y sélo si todo subconjunto no vacio de a tiene primer elemento.
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Observacién 2.1.12. Todo conjunto bien ordenado {a,<) es totalmente orde-
nado. En efecto, dados , y en a, el par {x,y} tiene primer elemento, luego debe
ser (z <y)V (y <x).

Teorema 2.1.13. La relacion de inclusion C define un buen orden sobre w.

Demostracion. Ya observamos que C es una relaciéon de orden. Luego resta
probar que todo subconjunto no vacio de w tiene primer elemento. Supongamos
que b es un subconjunto de w que no tiene primer elemento y consideremos el
conjunto a = {n € w:Vx €b(nCx)} Esclaro que 0 = 0 € a. Si n € a,
entonces n € x para todo x € b. En efecto, si fuese n = x para algin = € b,
n seria el primer elemento de b. Luego por el Corolario 2.1.4 tendremos que
Yz eb(n Cax), esto es, que n’ € a. Hemos probado asi que a es inductivo,
y por consiguiente, que a = w. Supongamos que b # @ y sea m € b. Como
m' € w = a, tendriamos m’ C m, lo que es imposible. Luego si b no tiene primer
elemento debe ser vacio. O

Es inmediato verificar que si (a, <) es un conjunto bien ordenado, entonces
todo subconjunto b de a, con el orden heredado de a, es bien ordenado. De esta
observacion y del teorema anterior resulta que:

Corolario 2.1.14. Para todo n € w, se tiene que ( n,C ) es un conjunto bien
ordenado. (]

2.2. Principio de Induccién Transfinita

Usamos el principio de induccién para probar el buen orden de los nimeros
naturales. Veremos ahora que estos dos conceptos estan estrechamente vincula-
dos.

Comenzaremos por la siguiente:

DEFINICION: Sea a un conjunto ordenado. Llamaremos seccién inicial deter-
minada por y € a al conjunto a, = {z € a: = < y} (recordar que x <y significa
quez <yyz#y).

Teorema 2.2.1. Sea a un conjunto bien ordenado y b un subconjunto de a que
satisface la siguiente propiedad:

(P)  Para todo z € a, si a; Cb entonces x € b.

Se tiene que b = a.

Demostracion. Supongamos, por el absurdo, que exista b C a tal que b satisface
(P) y b # a. Entonces a \ b # () y tiene primer elemento u. Veamos que a, C b.
En efecto, si u es el primer elemento de a, entonces a, = ) C b. Si u no es
el primer elemento de a, entonces a, # 0. Sea z € a,. Como u es el primer
elemento de a \ b, no puede ser que x € a \ b, luego x € b. Consecuentemente
a,, C b, y como b satisface (P), resulta que v € b. Pero esto es absurdo, puesto
que u € a\ b. O
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Observacion 2.2.2. Sea a bien ordenado y z el primer elemento de a. Como
a, = 0 C b cualquiera que sea b, se tiene que la condicién (P) en el enunciado
del teorema anterior puede desdoblarse del modo siguiente:

(P1) z€b
(P2) Para todo x € a, si y € b para todo y < z, entonces x € b.

El hecho de que todo subconjunto b C w que satisface (P1) e (P2) debe coin-
cidir con w suele darse frecuentemente como una forma alternativa del principio
de induccién finita para los naturales. De hecho, este enunciado equivale a la
buena ordenacion de w (ver Ejercicio 2.6.8).

2.3. Ordinales

De los Corolarios 2.1.3 y 2.1.14 y de los Teoremas 2.1.5 y 2.1.13 resulta que
tanto los ntimeros naturales como w son conjuntos transitivos bien ordenados
por la relacién de inclusiéon. Vamos a estudiar ahora los conjuntos que tienen
estas dos propiedades y que constituyen una importante generalizaciéon de los
numeros naturales. Comenzaremos por algunas consideraciones generales sobre
conjuntos bien ordenados.

DEFINICION: Sea a un conjunto ordenado y b C a. Diremos que b es decreciente
sixz €bey <z implican que y € b.

Lema 2.3.1. Sea a un conjunto bien ordenado, b C a y b decreciente. Si b # a,
entonces existe z € a tal que b = a,.

Demostracion. Supongamos que a \ b # (. Como a es bien ordenado, a \ b tiene
primer elemento z. Mostraremos que b = a,.

Siy € a,, entonces y < z, por lo tanto el elemento y no pertenece a a \ by
esto implica que a, C b.

Si y € b, supongamos que z < y. El conjunto b es decreciente, entonces
z€bN(a\b) =0: absurdo. Por lo tanto y < z, es decir y € a,. O

DEFINICION: Sea a un conjunto, diremos que € es un buen orden estricto
en a siy soélo si:

Ordl) Vx (x €a — z ¢ x).

Ord2) VxVyVz[(t€a N y€Ea N z€a N x €y N ye€z) — x€zl.
Ord3) Vu {(uCa N u#0) - Fz[zcu ANV (x€u N x# z — z€x)|}
Observacion 2.3.2. € es un buen orden estricto sobre a si y so6lo si se satisface

Ordl y re = {{z,y) €axa:(zr €y)V(r=y)} es un buen orden sobre a
(comparar con el Lema 1.5.2).
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DEFINICION: Diremos que un conjunto z es un ordinal y escribiremos Ord(x),
si y solo si € es un buen orden estricto en x y x es transitivo. Es decir, Ord(x)
es la conjuncion Ord1 (z) A Ord2 (x) A Ord3 (z) A Trans(x).

De los Teoremas 2.1.5 y 2.1.13 y de los Corolarios 2.1.11, 2.1.3, 2.1.14 resulta
que w y todos los nimeros naturales son ordinales.

En general usaremos letras griegas para designar ordinales. Por ejemplo, la
notacion Yo abreviara Vy (Ord(y) — ... .

Teorema 2.3.3. Si a es un ordinal, entonces:
1) aé¢a.
11) Six € «, entonces Ord(x).

1) Si B € a, entonces ag = (.

v) Ord(a)

Demostracion. 1) De la condicion Ord1(a), si a € «, entonces o ¢ a: absurdo.
Por lo tanto a no puede pertenecer a .

11) Sea x € a. Como « es transitivo, x C «; por consiguiente Ord1, Ord2, y
Ord3 se cumplen para x. Resta ver que x es transitivo. Seat € x y s € t.
Como « es transitivo, t € a y s € a. Por Ord2, tenemos que s € x; por
consiguiente x es transitivo. Todo lo anterior dice que x es un ordinal.

111) Si B € o, como el orden lo da la relacién de pertenencia, ag = {z € «
r<fB}={re€a :zefl=anf=FyaquefCa.

Iv) Siz € o, entonces x € a 6 x = «. Por la propiedad i) y Ordl («) tenemos
que en ambos casos © ¢ x. Si z, y, z estdn en o y & € y € z entonces, por
Ord1 (') , x ni y son «, entonces pertenecen a o. Si z = o, © € 2. Si z # «,
z € a, como vale Ord2 («), € z. Por lo tanto Ord2 (o) es verdadero.
Sea u C o' yu 0 Siunas#p, entonces es un subconjunto no vacio de
«, luego por Ord3) existe z € u N« tal que z € x para todo x € u N «,
z # x. Como z € a, resulta que z € x para todox € u, x # z. SiuNa = 0,
entonces u = {a}, que tiene a o como primer elemento. Luego se satisface
Ord3). Finalmente, por el Teorema 2.1.2, Trans(a) — Trans(a’); por

consiguiente o/ es un ordinal.
O

Teorema 2.3.4. Si « y B son ordinales, una y solo una de las siguientes for-
mulas es verdadera: (a € §) , (B € a) 6 (a=pf).

Demostracion. La transitividad de los ordinales y la propiedad (i) del Teore-
ma 2.3.3 implican que las tres condiciones son mutuamente incompatibles (ver
la demostracion del Teorema 2.1.10). Para ver que al menos una de las condi-
ciones se cumple, sea c =aNP.Sit€x €c,xr €Eay x € B; como oy [ son
transitivos, t € a y t € 3, esto es t € ¢; por consiguiente ¢ es un subconjunto
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decreciente tanto de a como de 5. Entonces por el Lema 2.3.1 y (iii) del Teo-
rema 2.3.3 se tiene que ¢ es un ordinal tal que ¢ = a 6 ¢ € a. Analogamente
se ve que ¢ = B 6 ¢ € 5. Combinando estas posibilidades resultan los 4 casos
siguientes:

)ec=ayc=0,

2) c=aycé€Ep,

4) ceaycep.

(
(2)
(3) ceayc=4,
(4)

Por (ii) del Teorema 2.3.3 los casos (1), (2) y (3) corresponden a o = 8, « € 8
y B € «, respectivamente. El caso (4) es imposible. En efecto, otra vez por (ii)
del Teorema 2.3.3, (4) implicaria que ¢ es un ordinal y que ¢ € aNf = ¢, lo que
es imposible por (i) del mismo teorema. O

Observacion 2.3.5. Razonando como en la demostracion del Corolario 2.1.11,
de la transitividad de los ordinales y del Teorema 2.3.4 podemos deducir que si
a y B son ordinales, entonces (a € B)V (o = 8) « « C . Ademds se tiene
quex € < aCf & a=pf,.

Teorema 2.3.6. Sea a un conjunto de ordinales, estos esVz (z € a — Ord(z)).
Entonces se cumple que:

(1) a estd bien ordenado por la relacion de inclusion.
(11) Si a es transitivo, entonces es un ordinal.
(111) Ua es un ordinal.

Demostracion. (i) Por el Teorema 2.3.4 y la Observacion 2.3.5, sabemos que a
estd totamente ordenado por C. Para ver que estd bien ordenado, sea b C a,
b#0,yseaaecb SiaC B paratodo 8 en b, entonces « es el primer elemento
de b. Si no, existe 8 en b tal que 8 € . De esto resulta que aNb # (). Entonces,
como « es bien ordenado, o N b tiene primer elemento, que llamaremos 7. Sea
denb. Sidestaen b\ «, d ¢ «, entonces v € o C 4, y por lo tanto v C 4. Si
6 € anb, tenemos que v C J§. Luego - es el primer elemento de b.

(i) Por (i) del Teorema 2.3.3 los elementos de a satisfacen Ord 1, y teniendo
en cuenta las Observaciones 2.3.2 y 2.3.5, de (i) resulta que € es un buen orden
estricto sobre a, y como a es transitivo por hipétesis, a es un ordinal.

(iii) Como Ua es también un conjunto de ordinales, por (i) bastara probar que
Ua es transitivo. Sea 8 € Ua. Por la definicién de la unién, existe « € a tal que
B € a, y como « es transitivo, resulta que  C a C Ua. O

Corolario 2.3.7. No eziste un conjunto que tenga entre sus elementos a todos
los ordinales.
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Demostracion. Supongamos que existiese un conjunto b tal que Va (Ord(z) —
x € b). Entonces podriamos formar el conjunto a = {z € b : Ord(x)}, esto es
a seria el conjunto de todos los ordinales: V& (Ord(xz) <> = € a). Como por
(ii) del Teorema 2.3.3 a seria transitivo, de (ii) del teorema anterior resultaria
que a es un ordinal y por lo tanto que a € a, en contradicciéon con (i) del
Teorema 2.3.3. O

El enunciado del corolario anterior, conocido como la Paradoja de Burali-
Forti, fue publicado en 1897 por el matematico italiano Cesare Burali-Forti
(aunque parece que el mismo Cantor ya la habia descubierto en 1895). Es otra
paradoja de la teoria ingenua de conjuntos desarrollada por Cantor, pero al de-
pender de una nocién compleja como la de ordinal no tuvo el mismo impacto que
la Paradoja de Russell, que utiliza s6lo las nociones mas intuitivas de conjunto
y pertenencia. Para nosotros, la Paradoja de Burali-Forti significa simplemente
que la clase {z : Ord(x)} no es un conjunto.

2.4. Conjuntos Finitos

Vamos a ver ahora como se pueden caracterizar los nimeros naturales, esto
es, los elementos de w, en términos de ordinales. Comenzaremos por la siguiente:

Observacion 2.4.1. Si «a es un ordinal, su siguiente o/ estd caracterizado por
las dos propiedades siguientes (comparar con el Corolario 2.1.4): (i) a« € o/, y
(i) si Ord(B) y o C B, entonces o’ C .

DEFINICION: Un ordinal « tiene un antecesor si existe 8 tal que o = 3. Si
a # () y no tiene antecesor inmediato, diremos que « es limite.

Teorema 2.4.2. Para todo ordinal o, las siguientes propiedades son eqivalentes:
1) « es limite.

1) « es inductivo.

) Ua=a y a# 0.

Demostracion. i) implica i7): Como o # § y « ¢ () debe ser ) € . Si 8 € a,
entonces por la Observacion 2.4.1 tenemos que 8 C «, y como no puede ser
B’ = a, debemos tener que ' € . Hemos probado asi que Ind(a).

t4) implica #i¢): Si o es inductivo, entonces t € @ — t' € a. Como «v es transitivo,
esto implica que ¢ C «, y por consiguiente, que ¢ € Ua. Luego a C Ua. Por
otra parte, si t € Ua, hay un S en « tal que t € 8, como « es transitivo por ser
ordinal, tenemos ¢t € «. Luego también Ua C a.

1i7) implica ¢): supongamos que ii) es verdadero y que existe un ordinal v tal
que a = ~'. Entonces v = a = Ua = Uy’ = ~; esto implica v € 7 que es absurdo
por ser 7y ordinal. O



28 CAPITULO 2. EL AXIOMA DEL INFINITO

De (ii) del teorema anterior se sigue que w es un ordinal limite.

DEFINICION: Diremos que « es un ordinal finito, y escribiremos Ordfin(«) si
él y todos sus elementos no son limites.

Teorema 2.4.3. Vz (Ordfin(x) < = € w). Esto es, los nimeros naturales
coinciden con los ordinales finitos.

Demostracion. Veamos primero que todos los elementos de w son ordinales fini-
tos. Sea a = {x € w : Ordfin(x)}. El vacio pertenece a w y es un ordinal finito
por definicién, por lo tanto es un elemento de a. Si x € a, como w es inductivo
a2’ € wy el item iv) del Teorema 2.3.3, 2’ es un odinal. Dado que 2’ no es ordinal
limite y sus elementos tampoco (porque x es ordinal finito), tenemos que z’ es
finito. Hemos probado que a es inductivo y por lo tanto w = a.

Ahora veamos que todos los ordinales finitos pertenecen a w. Si # un ordinal
finito, por el Teorema 2.34 r € w V w €z V& = w, pero como w es ordinal
limite, no puede pertenecer a x ni ser igual a x, por consiguiente z € w. O

Este altimo teorema podria hacer pensar que se podria prescindir del Axioma
del Infinito. En efecto, si bien los nimeros naturales sirvieron para motivar la
introduccion de los ordinales, la demostracion de las propiedades de estos tltimos
no dependieron de ningin resultado sobre niimeros naturales. Por lo tanto los
ordinales podrian haberse definido antes de introducir el Axioma del Infinito
y posteriormente introducir los naturales como los ordinales finitos. Pero como
los ordinales no forman un conjunto (Paradoja de Burali-Forti), no tendriamos
medios para probar la existencia del conjunto de los ordinales finitos (esto se
vera con precision en el Teorema 9.2.4). De modo que ain siguiendo este camino
necesitariamos de un axioma para garantizar la existencia del conjunto de los
ordinales finitos. Este camino es posible y de hecho es el seguido en muchos
tratamientos de la teoria axiomaética de conjuntos. El siguiente teorema muestra
como el Axioma del Infinito puede ser formulado en términos de ordinales.

Teorema 2.4.4. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) Existe un conjunto inductivo (Azioma del Infinito).

11) Eziste un conjunto ¢ que tiene entre sus elementos a todos los ordinales
finitos.

1) Existe un ordinal limite.

Demostracion. i) implica 4i): Como todo conjunto inductivo contiene a w, la
implicacién resulta del Teorema 2.4.3.

i1) implica 4i7): Supongamos que existe ¢ con la propiedad requerida. Sea a =
{z € ¢: Ordfin(z)}. Tomemos = € a. Si t € x, entonces t es ordinal finito
porque z es ordinal finito (en efecto, si s € ¢, entonces s € = porque = es
transitivo por lo tanto s no es ordinal limite), por consiguiente ¢ € a; esto
muestra que a es transitivo. Como a es un conjunto transitivo de ordinales, a es
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un ordinal. Si a fuese finito, tendriamos que a € a, lo que no es posible. Por lo
tanto a es infinito y como todos sus elementos son finitos, a debe ser un ordinal
limite.

1i7) implica i): Esta implicacion es el resultado obtenido en el Teorema 2.4.2. [

Observacion 2.4.5. Hemos definido a w como el menor conjunto inductivo con
respecto a la inclusion. Del Teorema 2.4.3 resulta que también w es el menor
ordinal infinito con respecto a la inclusion: Yz ((Ord(z) A = Ordfin(z)) —
(w C z)). Esta propiedad suele expresarse diciendo que w es el primer ordinal
transfinito.

Nos proponemos ahora definir la nocién de conjunto finito.

DEFINICION: Diremosque a y b son equipotentes, y escribiremos a = b, si
existe una funcion de a en b biyectiva.

DEFINICION: El conjunto a es finito, si existe n € w tal que n = a.

Teorema 2.4.6. 1) Sin € w ya Cn entonces, existe k € n tal que k=a.
11) Si k € n entonces, k+#n

Demostracion. i) Sea s ={ncw : Yo (rCn) = 3kken Ak
Veremos que s es inductivo y por lo tanto igual a w.

Es claro que ) € s. Supongamos que n € sy y seax C n’ = nU {n}.
Consideraremos los dos casos siguientes:
Caso 1: n € x. Entonces x C n o x =n. Como x € s, x C n implica que existe
ke€nCn'tal que k =7. Si = n, entonces n = T, y n € n’. Por lo tanto en
este caso se tiene que 2’ € s.
Caso 2: n € x. Sea y = x \ {n}. Como y C z, por la hipotesis inductiva resulta
que existe k € n tal que k = 7, es decir, existe una funcion biyectiva f: y — k.
Sea g: x — k' dada por

).

g(t):{ ft) sitey,

k sit=n.

Claramente g es biyectiva, lo que significa que k' = Z. Para terminar de probar
que también en este caso n’ € s, hay que ver que k¥’ € n’. Como n’ C K
implicaria que n € k o n = k, lo que contradiria k € n, por el Corolario 2.1.11
debe ser k' € n'. Por lo tanto n’ € s y completamos la demostracion de (i).

i) Sea a = {n € w: Vk(k € n — k # n)}. Probaremos que a es inductivo. () € a
porque para todo k es falso k € (). Si n € a veremos que n’ € a. Supongamos
que n’ ¢ a, entonces existe k € n’ y una funcioén biyectiva f: n’ — k. La funcién
g:n— k\{f(n)}, determinada por g(t) = f(t) para todo t € n es biyectiva,

entonces . = k \ {f(n)}. Por otra parte, como k\{f(n)} C k, por i) existe j € k

tal que j = k \ {f(n)}. Dado que k C n, tenemos j €En y j = 1, contradiciendo
n € a. O
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Corolario 2.4.7. Cada uno de los enunciados listados a continuacion implica
al siguiente:

1) x es un conjunto finito.

11) Eziste un unico n en w tal que n = T
1) Siy C x, entonces y es finito.
v) SiyCaxyy==z, entonces x = y.

Demostracion. i) implica #): Siny m estdn en w y i = T = m, por el teorema
anterior n ¢ m y m ¢ n, por lo tanto n = m.

it) implica ii1): Existe un tnico n tal que existe una f : x — n biyectiva. Si
y C x, sea g = f|,. Como f es biyectiva, img(g) C n, entonces existe k € n tal
que = img(g) = 7.

ii1) implica 4v): Como = C z, = es finito. Siy Cx y T = ¢, sea n € w tal
que T = n. Supongamos que x # y. Con un argumento similar al dado en
la demostracion de ii)— iii), se ve que existe k € n tal que § = k, entonces
n =2 =19 = k que es absurdo por el teorema anterior. O

En realidad los enunciados listados en el corolario anterior son equivalentes,
pero para demostrar que iv) implica i) se requiere del Axioma de Eleccion, que
presentaremos en el capitulo 5.

Para los ordinales tenemos dos conceptos de “finitud”: una, la de ordinal
finito, otra la de ser finito como conjunto. Resulta del corolario anterior que
ambas nociones coinciden:

Corolario 2.4.8. Un ordinal o es un conjunto finito si y sélo si es un nimero
natural.

Demostracion. Es claro que los ntumeros naturales son conjuntos finitos. Por
otra parte w es un conjunto infinito. En efecto, si fuese w finito existiria n € w
tal que @ = 71, y como n C w, por v) del Corolario 2.4.7 resultaria que w = n, lo
que es absurdo. Sea ahora « un ordinal finito. Tenemos que (o € w) V (w C «);
pero si w C «, por (i) del Corolario 2.4.7 resultaria w finito. O

Observaciéon 2.4.9. De (ii) del Corolario 2.4.7 resulta que no puede haber
una biyeccion entre dos ntimeros naturales distintos. En particular, se tiene que
7 # n'. Esta propiedad también caracteriza a los ordinales finitos. En efecto, si
« es un ordinal no finito, entonces w C a. Sea f: o — « \ {0} definida por

f(ﬁ)Z{ g/ sifea\w

sifew

/ es biyectiva, por lo tanto @ = « \ {#}. Si definimos g: o — « dada por g@ =
f(t) parat € ay g(la) = 0, vemos que g es también biyectiva. Luego a = o/.
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2.5. Principio de Induccién Sobre los Ordinales

Como todo ordinal es un conjunto bien ordenado, satisface el principio de
induccion transfinita. El teorema que sigue, conocido como Principio de In-
duccién Sobre los Ordinales, extiende este principio a la clase de los ordi-
nales.

Teorema 2.5.1. Sea ¢ una formula con una unica variable libre.

(Vo {[VB (B € a) = @(B)] = p(a)}) = Vv ¢(7)

Esto es, si una formula vale para un ordinal siempre que valga para sus ante-
riores, entonces vale para todos los ordinales.

Demostracion. Supongamos que existe un v tal que —¢(7y). Sea

c={Bey :(B<y)Ap(B)}

El conjunto ¢ es no vacio, pues 7y € c. Sea 7, el primer elemento de c. Si 5 € g
entonces () es verdadera, de lo contrario 7y no seria el primer elemento de c.
Por lo tanto, V8 (8 € v0 — »(8)) y por hipétesis implica p(y9) que es absurdo
porque o € a. O

2.6. Ejercicios

Ejercicio 2.6.1. Sea a un conjunto transitivo y searc = {(z,y) € axa: x € y}.
1. ;Es cierto que rc es una relacion transitiva sobre a?

2. ;FEs cierto que si Tc es un a relacion transitiva sobre a, entonces a es
transitivo?

Fundamente sus respuestas.

Ejercicio 2.6.2. Probar que para todo conjunto a los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. a es transitivo.

2. Para todo b C a, Ub C a.
3. P(a) es transitivo.

4. Ud = a.

Ejercicio 2.6.3. Probar que si a es transitivo también lo es Ua. De un ejemplo
para mostrar que Trans(Ua) no implica Trans(a).

Ejercicio 2.6.4. Probar que si a es un conjunto tal que todos sus elementos
son transitivos, entonces Ua es transitivo.
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Ejercicio 2.6.5. Probar que un conjunto totalmente ordenado (a,<) es bien
ordenado si y solo si < es un buen orden sobre todas sus secciones iniciales.

Ejercicio 2.6.6. Un conjunto totalmente ordenado es bien ordenado si y sélo
si todo subconjunto propio decreciente es una seccion inicial.

Ejercicio 2.6.7. Sea a un conjunto bien ordenado. Probar que si a # (), enton-
ces P € a.

Ejercicio 2.6.8. Un conjunto ordenado (a,<) satisface el Principio de In-
duccion Transfinita si todo subconjunto de a con la propiedad (P) del enun-
ciado del Teorema 2.2.1 coincide con a. Esto es, si para todo b C a, si b satisface
(P), entonces b = a. Probar que todo conjunto totalmente ordenado con primer
elemento y que satisface el principio de induccion transfinita es bien ordenado.

Ejercicio 2.6.9. Sea a un conjunto de ordinales. Pruebe que:

1. El ordinal Ua es el supremo de a respecto al orden dado por la inclusion.
Esto es, Ua es el ordinal caracterizado por las dos propiedades siguientes:

(1) a C Ua para todo o € a.
(11) Si B es un ordinal tal que o C B para todo o € a, entonces Ua C 3.

De ejemplos en los que Ua € a y en los que Ua & a.
2. Sia#0, entonces Na el primer elemento de a.

Ejercicio 2.6.10. Sea (a,<) un conjunto ordenado y b C a. Se dice que b es
cofinal en a (respecto al orden <) si para todo x € a eziste y € b tal que x < y.
Sea o un ordinal y b C «.

1. Pruebe que si a0 es limite, entonces b es cofinal en o (respecto al orden C)
sty solo si Ub = Ua.

2. Sia#0 ya no es limite, de una condicion necesaria y suficiente para
que b sea cofinal en «.
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