Capitulo 5

El Axioma de Regularidad

Errata

1. El enunciado del Ejercicio 2.6.7 (Capitulo 2) es incorrecto. Debe ser susti-
tuido por el siguiente:

Sea a un conjunto de ordinales. Probar que si a # @, entonces Na € a.

5.1. Conjuntos regulares

Consideremos la operacion

0 siz=10
S(@) = { U.crm@ P(z) siz#0

El Principio de Definicién por Recurrencia nos dice que existe una operacion
V tal que V(a) = S(V|,) para todo ordinal «. Siguiendo la costumbre en textos
de teoria de conjuntos escribiremos V,, en lugar de V(«).

Tenemos que Vo = S(V|o) = 0.

Sia>0,Ve=5Vl]a)=Ugea P(Vs)-

Es claro que si o < 3, entonces V,, C V3.

Para todo ordinal a, Vo1 = Ugeay1 P(Vs) = U<, P(Vp) = P(a), porque
Va C V3 implica que P(V,) C P(Vp).

Si a es limite Vo, = Uge, P(Va) = Ugca Vo+1 € Ugen Vs POrque g € a
implica que 541 € a porque « es limite; ademés V3 C V,, para todo 3 € a, por lo
tanto (Jge,, Vs C Va. Con estas inclusiones podemos concluir que Vo, = Uge,, Vs-

DEFINICION: Diremos que el conjunto a es regular si existe un ordinal « tal
que a € V,; en ese caso llamaremos rango de a, y lo simbolisaremos rg(a), al
primer ordinal v tal que a € V.

El rango de un conjunto es siempre el siguiente de alguien, esto es, si a es un
conjunto y @ = rg(a), entonces existe 3 tal que « = § + 1. Para ver esto, basta

67



68 CAPITULO 5. EL AXIOMA DE REGULARIDAD

observar que si « es limite, entonces V, = UQEQ Vs, por lo tanto, si a € V,,
existe 8 € a tal que a € Vg y esto contradice que a sea el rango de a.
Vat1 = P(Va,), por lo tanto si a € Vyy1, a C V.

Teorema 5.1.1. a es regqular si y sélo si todos los elementos de a son requlares.
Ademds, x € a implica que rg(z) < rg(a).

Demostracion. Sea a regular. Existe 8 tal que rg(a) = 8 + 1. Tenemos que
a C Vg, por lo tanto si x € a, entonces = € Vg. Ademas, rg(z) < < B+ 1.
Supongamos que para todo x € a, x sea regular y sea

c={rg(x):x € a}.

Por el axioma de Sustitucion, ¢ es un conjunto, y por (iii) del Teorema 2.3.6, Uc
es un ordinal, que llamaremos a: a = Uc. Tenemos que x € V,.4(,) € Vi. Por lo
tanto a C V,, esto es, a € P(Vy,) = Voua- O

Teorema 5.1.2. Todo ordinal o es reqular y rg(a) = a+ 1.
Demostracion. Para demostrar este hecho veremos que para todo ordinal o
) aeVoary
) a¢V,.

Supongamos que existe un ordinal tal que no pase i) y sea -y el primero para
el cual no pase 4). Si § € 7, 8 € Vg41; entonces v C U5€’Y Vi1 = UﬁE’yP(VB) =
V,, y esto dice que v € P(V,) = V,, 41 en contradiccién con lo supuesto.

Supongamos que existen ordinales para los cuales 4i) no se cumple y sea ~
primero de ellos. Tenemos que vy € V,, = Uﬂeﬂf P(Vs). Entonces existe 8 € v tal
que v € P(V3). Por lo tanto v C Vg, entonces 5 € Vg que es absurdo. O

5.2. Axioma de Regularidad

A continuacién presentaremos otro axioma de la teoria. Este nuevo axioma
tiene como proposito formalizar nuestra idea intuitiva de que el universo U se
forma en etapas. Estas etapas estan indexadas por los ordinales.

Axioma de Regularidad:
Vedy (yex A zNy=0)
Teorema 5.2.1. Los conjuntos requlares satisfacen el Arioma de Regularidad.

Demostracion. Sea a # (), a regular. Si z € a, x es regular (teorema X) y
rg(z) < rg(a). Sea b = {8 € rg(a) : existe x en a tal que rg(x) = 8}. Como
a es no vacio, b tampoco. Sea v el primer elemento de b. Existe z € a tal que
rg(z) =+.Six € zNa, entonces rg(z) < rg(z) = vy rg(z) € by esto contradice
el hecho de que v sea el primero. O
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Teorema 5.2.2. El Azioma de Regularidad implica que todo conjunto transitivo
sea regular.

Demostracion. Sea a un conjunto transitivo y no vacio. Sea b = {y € a :
y es regular }. Supongamos que a\ b # (. Por el Axioma de Regularidad existe
z € a\btal que zNa\b = ). Como a es transitivo, z C a, entonces z C b. Luego,
si y € a, entonces y € b, entonces y es regular y por lo tanto z es regular. Esto
dice que z € b que es absurdo porque z € a \ b. Tenemos entonces que a \ b = (),
y como b C a,a="b. O

Teorema 5.2.3. FEl Azioma de Regularidad vale si y sélo si todo conjunto es
regular.

Demostracion. Supongamos primero que vale el axioma. Esto implica que todo
conjunto transitivo sea regular. Todo conjunto a esta incluido en su clausura
transitiva 7', que es transitiva y por lo tanto regular, y como a es un subconjunto
de un conjunto regular, es también regular.

El Teorema, 5.2.1 completa la demostracion. O

Los siguientes teoremas seran considerados en presencia del Axioma de Reg-
ularidad.

Teorema 5.2.4. No existe una sucesion © = {u, }ney tal que u,11 € u, para
todo n.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion ¢ = {uy, new tal que u,41 €
U, para todo n. Sea Y el rango de x. Si y € Y entonces y = u,, para algin n,
y tenemos que u,11 € yNY. Por lo tanto para todoy € Y, yNY # 0 en
contradiccién del Axioma de Regularidad. O

Corolario 5.2.5. No existe un conjunto x = {xg, z1,...,Zn} tal que xg € 1 €
.. €Ty € X9.

Corolario 5.2.6. No eziste a tal que a € a.
Teorema 5.2.7. Si x es transitivo entonces ) € x.

Demostracion. Existe y € x tal que y Na = (), pero y C x por ser x transitivo,
por lo tanto y =y Nz = (. O

Teorema 5.2.8. El conjunto o es ordinal si y solo si o es transitivo y para
todo x ey en o se cumple x e yVar=yVaxey.

Demostracion. Si « es ordinal, entonces por definicion se satisfacen las condi-
ciones pedidas.

Para mostrar la otra parte, sea b € a b # (), entonces existe z € b tal que
2Nb = . Tenemos que si x € b, x ¢ z, entonces z =z V z € z, esto es, z es el
primer elemento de b. 0
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5.3. Negacién del Axioma de Regularidad

Vimos en el Capitulo 1 que del Axioma Esquema de Especificacion resulta
que para todo conjunto a existe un conjunto b tal que b € a y por consiguiente
que no puede existir un conjunto que contenga a todos los conjuntos, evitando
asi la Paradoja de Russell. Por otra parte, el Axioma de Regularidad prohibe
la existencia de conjuntos que sean elementos de si mismos. Nos proponemos
mostrar en esta seccion que el sistema ZFC es compatible con la existencia de
conjuntos a tales que a € a.

Para ello vamos a definir una operacién €* en el universo U de modo que
en sistema (U, €*) se satisfagan los axiomas de ZFC y exista un conjunto a tal
que a €* a. Es decir, seran satisfechos simultaneamente los axiomas de ZFC y
la negacion del Axioma de Regularidad.

Sea ¢(x,y) una formula del lenguaje de primer orden de la teoria de conjun-
tos con dos variables libres satisfaciendo las siguientes condiciones:

Py VavyVz((e(z, y) Ap(z,2) =y = 2,
Py Vavyvz((e(z, 2) Ap(y, 2)) = z =y,
P3 VazIyp(z,y),
Py Vy3zp(z,y).

De acuerdo con la propiedad P;, para todo x definimos F'(x) como el tnico y
tal que ¢(z,y. Esto es, p(x, F(x) es verdadera. Analogamente, por P, para todo
y podemos definir F~1(y) como el tinico z tal que p(x,y), esto es o(F~1(y), y) es
verdadera. Por P;3 y P, podemos pensar a F' como una “biyeccién” del universo
U en si mismo, y a F~! como su inversa. Claramente se tiene que:

VWE(F~'(y) =y v YaF '(F(x)) = (5.1)
En el universo U definimos una relacién €* del modo siguiente:
VaVy(x € y < x € F(y)).

Debemos adaptar la definicion de férmula dada en el Capitulo 1 sustituyendo
el simbolo € por €*. Dada una férmula 1, denotaremos por * la expresion
obtenida al reescribir ¢ poniendo €* en vez de €. Asi, por ejemplo,

ey =@cy v @@=y =(@=y).

Comenzaremos por probar que si ¥ es una férmula correspondiente a un ax-
ioma de ZFC, entonces ¢* es verdadera en (U, €*). Esto mostrara que (U, €*)
es un modelo de ZFC. Después, veremos que eligiendo una F' conveniente, obten-
dremos un modelo de ZFC' que satisface la negaciéon del Axioma de Regularidad.

Extensionalidad. Para ver que

VeVy MVt (te"z o te y) = (z=1y))
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es verdadera en (U, €*) observemos que

Vi(te 'z ote y) oVt (teFla)oteF(y)« Flz)=F(y) < x=uy.

Conjunto vacio. Sea )* = F~1(0). De la definiciéon de €* resulta que
Vo - (x e 0%).
Unién. Sea a un conjunto y sea U*a = F’l(Uyep(a) F(y)). Es facil ver que
Vi (t e U (a) < Ty (y e ant e’ y).
Conjunto Potencia. Sea a un conjunto. Observemos que
rCraeVt(te r—>te a) &

Vit (t € F(z) >t € F(a) + F(x) C F(a) & F(z) € P(F(a)).

Por el Axioma de Sustitucion, la clase {F~1(y) : y € P(a)} = {z : F(z) € P(a)}
es un conjunto. Sea P*(a) = F~1({z : F(x) € P(a)}. Resulta que x C* a +
z €* P*(a).

Sustitucion Sea a un conjunto y ¥ (z,y) una féormula tal que *(z,y) define
una relaciéon funcional sobre a:

(Vo (z € a— Iy P™(z,9))) & (Vo (z € Fla) = Iy " (2,y))).
Por el Axioma de Sustitucion,

{y:3r € a @ (z,9)} ={y: 30 € Fla) (V" (z,y))}
es un conjunto.

Como el Axioma de Sustitucion es valido en U, €*), también son vélidos los
Axiomas de Especificacién y de Existencia del Par.

Infinito. Sea la "funcién"S definida en I/ por

(0* siz =0,
S(x) =< F(z(n)) U{z(n)} six esfuncion y dom(x) = n+1,
0 si no se cumplen las condiciones anteriores.

Por recurrencia definimos la funcion f con dom(f) = w satisfaciendo f(n) =
S(f|n)- Entonces se tiene que f(n) =0*y f(n+1) = F(f(n)) U{f(n)}.

Observemos que z € f(n+ 1) <> z €* f(n) Vz = f(n), lo que significa que
fn+1) = f(n)".

Por el Axioma de Sustitucion img(f) es un conjunto. Sea w* = F~1(img(f)),
y veamos que w* es inductivo en (U, €*): 0* €* w* porque 0* = f(0) € img(f).
Supongamos que x €* w*. Entonces = € img(f) y por lo tanto z = f(n) para
algin n € w. Luego «™* = f(n+ 1) € img(w), lo que significa que =™ € w*.

Eleccion. Sea a un conjunto que en (U, €*) es no vacio y cuyos elementos son
no vacios y disjuntos dos a dos. Esto es, a satisface:
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I*) a # @*7
I*) Vo(z €* a) - 3¢ (t € ),
) Vo Vy ((z € a) A (y € a) A (z £) > (V2 (= & 2) V (= €° 1)),

En (U, €), las propiedades anteriores significan que a satisface las propiedades:

1) a#0,
1) Ve ((z € F(a)) = (F(z) #0),
un) Ve Vy ((z € Fa)) Ay € Fa)) A(z #y)) = (F(x) N Fy) =0).

Entonces, teniendo en cuenta el Axioma de Sustitucion, resulta que a; =
{F(z) : = € F(a)} es un conjunto no vacio de conjuntos no vacios y disjuntos
dos a dos. Luego por el Axioma de Eleccion existe un conjunto by tal que

Vidy(tea)—=Vz(y=2)© (z€t)A(z b)) (5.2)
Como (t € ay) ¢ 3z ((z € F(a)) A (t = F(x))), (5.2) se puede escribir
Ve 3y ((z € Fla)) = Vz ((y=2) < (2 € F(x)) A (z € by)).
Definiendo b = F~1(by), se tiene que
FJb (Ve Iy (€ a) =z ((y=2) & ((z € 2) A(z €7 D)),
que es la formulacion del Axioma de Eleccion en (U, €*).

Acabamos de ver que (U, €*) satisface los axiomas ZFC, cualquiera que sea la
F definida a partir de una férmula ¢(x, y) que satisfaga las propiedades P, — P;.
Sea,

e,y =@=02y=DA=1-2y=00A(([z#0)A@#1)) = (z=y).

Es claro que ¢ satisface P, — P, y la F' correspondiente esta definida para todo
Z como
1 six=0,
Fz)=<0 siz=1,
x six#0yax#l.

Como 0 € F(0) = 1 = {0}, resulta que 0 €* 0 y del Corolario 5.2.6 resulta que
el Axioma de Regularidad es falso en este (U, €*).
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5.4. Ejercicios

Ejercicio 5.4.1. Usando las definiciones del Ejercicio 2.6.12 probar que:
1. Si a es un conjunto reqular, entonces € es bien fundada sobre a.
2. Si € es bien fundada sobre un conjunto transitivo a, entonces a es reqular.

Ejercicio 5.4.2. Sea €* la pertenencia definida por una “funcion” F determi-

nada por una formula que satisface las propiedades P, — Py consideradas en
§5.8. Pruebe que:

1. xN*y=F~YF(z) N F(y)),
2. {z,y} = F ' ({z,y}),

3. {z}* = F({a}),

4. {z,y)* = F 1 ((z,y).
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