Capitulo 5

El Axioma de Regularidad

5.1. Conjuntos regulares

Consideremos la operacion

s 0 siz=10
() = { Uzelm(x)'P(z) siz#0

El Principio de Definicién por Recurrencia nos dice que existe una operacion
V tal que V(a) = S(V|,) para todo ordinal «. Siguiendo la costumbre en textos
de teoria de conjuntos escribiremos V, en lugar de V().

Se tiene que que:

Vo=SV]o) =0 (5.1)

sioa>0, Va=58(Vl]a) =] PVa). (5.2)
BEa
Es claro que si o < 3, entonces V,, C V3, lo que implica que P(V,,) C P(V3).
Luego para todo ordinal a:

Vaor = |J P(Ve) = |J P(Vs) =P(Va). (5.3)
BEadl B<La

Luego se tiene que
Va(z € Vagr <= = CV,. (5.4)

Si « es limite, teniendo en cuenta que 3 € « implica que 3’ € «, resulta que
Va=UJPWVe) = Warc U W
BEa B<Lla BEa

Por otra parte, como Vg C V,, para todo § € a, también se tiene que Uﬁea Vs C
V4. Luego podemos concluir que

Si « es un ordinal limite, entonces V,, = U V. (5.5)
Bea
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74 CAPITULO 5. EL AXIOMA DE REGULARIDAD

DEFINICION: Diremos que el conjunto a es regular si existe un ordinal « tal
que a € V,,; en ese caso llamaremos rango de a, y lo simbolisaremos rg(a), al
primer ordinal vy tal que a € V.

La clase de todos los conjuntos regulares serd denotada por V. Informalmen-
te, “V = UOrd(a) Vo

El rango de un conjunto no puede ser limite, esto es, si a es un conjunto y
a = rg(a), entonces debe existir un 3 tal que a = 8 @ 1. Para ver esto, basta
observar que si « es limite, entonces por (5.3), si a € V,, existe 8 € « tal que
a € V3 y esto contradice que « sea el rango de a.

Teorema 5.1.1. a es regular si y solo si todos los elementos de a son regulares.
Ademds, x € a implica que rg(z) < rg(a).

Demostracion. Sea a regular. Existe 5 tal que rg(a) = § @ 1. Luego por (5.4),
a C V3 y por lo tanto, si z € a, entonces z € V3. Ademas, rg(z) < < & 1.
Supongamos que para todo = € a, x sea regular y sea

c={rg(z):z €a}.

Por el Axioma de Sustitucion, ¢ es un conjunto, y por (iii) del Teorema 2.3.6,
Uc es un ordinal, que llamaremos a: oo = Uc. Tenemos que = € V;.4(5) € Va. Por
lo tanto a C V,, esto es, a € P(V,) = Vaer.

Corolario 5.1.2. Si x es reqular, entonces x & x.
Teorema 5.1.3. Todo ordinal o es regular y rg(a) = a @ 1.
Demostracion. Para demostrar este hecho veremos que para todo ordinal «
) 0 € Vo1 y
) a¢V,.

Para probar i), supongamos por absurdo que exista un ordinal « tal que
a & Vye1. Entonces

c={Bca®l:8¢&Vaa1}

es un conjunto no vacio de ordinales y tiene primer elemento, que llamaremos
7. Si B €7, B € Vger; entonces v C Uge, Va1 = Uge, P(Va) = V5, y esto dice
que v € P(Vy) = V@1 en contradiccion con v € c. Por lo tanto todo ordinal «
debe satisfacer ).

Para probar i), supongamos por absurdo que exista un ordinal v tal que
v € V,. Entonces por (5.4) deberia existir § € v tal que v € P(V3). Como
B € v C Vp resulta que 8 € V. Esto muestra que para todo ordinal =, el
conjunto ¢ = {a € y & 1: a € V,} no puede tener primer elemento, por lo que
debe ser ¢ = (0. Esto significa que todos los ordinales deben satisfacer ii). O

Teorema 5.1.4. V,, es transitivo para todo .
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Demostracion. Si a € V,, y b € a, entonces rg(b) < rg(a) < a. Por lo tanto
be VTg(b) - ‘/rg(a) C Va. O

DEFINICION: Se dice que una clase C definida por una férmula 1)(x) es transitiva
si se cumple que Vz Vy [(y € z A ¥(x)) — ¥(y)].

Teorema 5.1.5. V es una clase transitiva.

Demostracion. Sean x en V e y € = .Existe «a tal que z € V,. Como V, es
transitivo, y € V; por lo tanto y estd en V. (I

Veremos a continuacién que la clase de los conjuntos regulares es cerrada
por las operaciones del algebra de conjuntos.

Teorema 5.1.6. Si x estd en V, entonces P(x), Uz, {z} estin en V y el rango
de estos conjuntos es menor estricto que rg(x) @ w.

Ademds, si x e y estin en V, entonces x X y, x Uy y y* estin en V y el
rango de estos conjuntos es menor estricto que max{rg(z),rg(y)} ® w.

Demostracion. Existe un ordinal j tal que rg(x) =a =@ 1.

Como z € Vgg1 = P(V3), entonces x C V3.

Siy € P(x), entonces y C  C V3, por consiguiente y € P(V3) = Vzg1. Lo
anterior muestra que P(z) C Vgg1, por lo tanto P(z) € P(Vag1) = Vage =
Va@l-

Si y € Uz, entonces existe z en x tal que y € z. Como Vj es transitivo e
y € z € v C Vg, tenemos que y € Vz. En consecuencia, Ur C Vg y se concluye
que Uz € P(Vg) = Vg1 = Va.

Sea a = max{rg(z),rg(y)}. Dado que x e y pertenecen a V,, {z,y} C Va,
entonces {z,y} € P(Vy) = Vag1.

De lo visto para la unién se deduce que x Uy = U{x,y} € Vag.

Como Vg1 es transitivo, también tenemos que

zxyePPPuUy))) CP(P(PVagr))) = Vasa-

Lo anterior implica que y* € P(z X ) C P(Vaws) = Vaas-
O

Corolario 5.1.7. Si « es un ordinal limite y x € V,, entonces P(z), Uz y
{z} pertenecen a V. Ademds, si x ey estin en V,, entonces x Xy, tUy e y*
pertenecen a V.

Demostracion. El teorema anterior muestra que Uz, P(z), {z}, x Xy, zUy e y*
pertenecen todos a Vzgys, con = méxrg(x),rg(y). Como a es limite y § < «a,
entonces (8 ®5) € a. O

Si construimos los conjuntos Z, Q, R, C de la manera usual partiendo de
del conjunto w de los nimeros naturales, obtenemos que todos estos conjuntos
pertenecen a Vg .
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Corolario 5.1.8. Sea B un ordinal, entonces 3 pertenece a V, si y sélo si 8
pertenece a «.

Demostracion. Si B € «, entonces [ € V, porque a € Vygp1.
Si g € V,, entonces S 1 =rg(f8) < a. Por lo tanto § € a. O

5.2. Axioma de Regularidad

A continuacién presentaremos otro axioma de la teoria. Este nuevo axioma
tiene como proposito formalizar nuestra idea intuitiva de que el universo U se
forma en etapas. Estas etapas estédn indexadas por los ordinales.

Axioma de Regularidad:
Ve(x #A0— Jy(yex A zny=10))
Teorema 5.2.1. Los conjuntos requlares satisfacen el Azioma de Regularidad.

Demostracion. Sea a # (), a regular. Si x € a, x es regular (Teorema 5.1.1) y
rg(z) < rg(a). Sea

b= {p €rg(a) : existe xz en a tal que rg(x) = B}.

Como a es no vacio, tampoco lo es b y tiene primer elemento. Sea ~ el primer
elemento de b. Existe z € a tal que rg(z) = ~. Si existiese € z N a, entonces
serfa rg(z) € by rg(z) < rg(z) = v, contradiciendo que  sea el primer elemento
de b. Por lo tanto debe ser zNa = 0. O

Teorema 5.2.2. El Azioma de Regularidad implica que todo conjunto transitivo
sea regular.

Demostracion. Sea a un conjunto transitivo y no vacio. Sea
b={y €a: yesregular }.

Para probar el teorema basta probar que a \ b = {), porque entonces todos los
elementos de a seran regulares y por el Teorema 5.1.1 resultara que a es regular.
Supongamos que a \ b # 0. Por el Axioma de Regularidad existe z € a \ b tal
que zNa\b=0. Como a es transitivo, z C a, entonces z C b. Esto implica que
todos los elementos de z son regulares y por lo tanto, que z es regular. Esto dice
que z € b que es absurdo porque z € a \ b. Como el absurdo provino de supone
que a \ b =# 0, debe ser a \ b= (. O

Teorema 5.2.3. El Azioma de Regularidad vale si y sélo si todo conjunto es
reqular.

Demostracion. Supongamos primero que vale el axioma. Esto implica que todo
conjunto transitivo es regular. Como a esta incluido en su clausura transitiva
T., a es un subconjunto de un conjunto regular. Luego del Teorema 5.1.1 se
concluye la regularidad de a. El Teorema 5.2.1 completa la demostraciéon. [
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Los siguientes teoremas seran considerados en presencia del Axioma de Re-
gularidad.

Teorema 5.2.4. No eziste una sucesion © = {un tney tal que ung1 € uy, para
todo n.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion & = {u, }ne, tal que u,g1 €
U, para todo n. Sea v = img(zx). Si y € v entonces y = u,, para algin n, y tene-
mos que Ung1 € y Nv. Por lo tanto para todo y € v, yNv # (J en contradiccién
del Axioma de Regularidad. O

Corolario 5.2.5. No existe un conjunto x = {xg,x1,...,2n} tal que xy € 1 €
.. €Ty € 2.

Corolario 5.2.6. No eziste a tal que a € a.
Teorema 5.2.7. Si x # () es transitivo, entonces () € x.

Demostracion. Existe y € x tal que y Nz = (), pero y C x por ser x transitivo,
por lo tanto y =y Nz = 0. O

El siguiente teorema muestra como se simplifica la definicién de ordinal en
presencia del Axioma de Regularidad.

Teorema 5.2.8. El conjunto a es ordinal si y solo si a es transitivo y para todo
x ey ena secumple (x €y)V(x=y)V(y€x).

Demostracion. Si a es ordinal, entonces por definicién se satisfacen las condi-
ciones pedidas.

Para mostrar la otra implicacién, como por hipétesis a es transitivo, hay
que probar que se cumplen las condiciones que garantizan que € sea un buen
orden estricto sobre a. Ord; se cumple pues Vz(z € x). Sean x,y,z € a tales
que z € y e y € z. Por hipotesis, (z € z) V (2 € x). Si fuese z € z, tendriamos
que T € y € z € z, en contradicciéon con el Corolorario 5.2.5. Por consiguiente
debe ser x € z, lo que prueba Ord;. Para probar Ords, sea b C a, b # (). Existe
z € btal que zNb = (). Si existiese x € b tal que = € 2, tendriamos que z € 2Nb.
Luego para todo x en b debe ser (z = z) V (z € z), lo que muestra que z es el
primer elemento de b. Esto prueba que también se satisface Ords. O

5.3. Negacion del Axioma de Regularidad

Vimos en el Capitulo 1 que del Axioma Esquema de Especificacion resulta
que para todo conjunto a existe un conjunto b tal que b € a y por consiguiente
que no puede existir un conjunto que contenga a todos los conjuntos, evitando
asi la Paradoja de Russell. Por otra parte, el Axioma de Regularidad prohibe
la existencia de conjuntos que sean elementos de si mismos. Nos proponemos
mostrar en esta seccién que el sistema ZFC es compatible con la existencia de
conjuntos a tales que a € a.
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Para ello vamos a definir una “relaciéon” €* en el universo & de modo que
en sistema (U, €*) se satisfagan los axiomas de ZFC y exista un conjunto a tal
que a €* a. Es decir, seran satisfechos simultaneamente los axiomas de ZFC y
la negacion del Axioma de Regularidad.

Sea ¢(x,y) una formula del lenguaje de primer orden de la teoria de conjun-
tos con dos variables libres satisfaciendo las siguientes condiciones:

De acuerdo con la propiedad P;, para todo x definimos F'(x) como el tni-

co y tal que ¢(z,y). Esto es, ¢(z, F(x)) es verdadera. Analogamente, por P,

para todo y podemos definir F'~!(y) como el tnico z tal que ¢(z,y), esto es

©(F~1(y),y) es verdadera. Por P3 y P, podemos pensar a F' como una “biyec-

cién” del universo U en si mismo, y a F~! como su inversa. Claramente se tiene
que:

VyF(F'(y) =y y VaF '(F(z)) == (5.6)

En el universo U definimos una relacion €* del modo siguiente:
VaVy(z € y <> x € F(y)).

Debemos modificar las formulas del lenguaje de primer orden definido en el
Capitulo 1 sustituyendo el simbolo € por el nuevo simbolo €*. Precisamente,
dada una férmula ¢, definiremos la fémula ¢* por induccién en la complejidad
de . Si comp(p) = 0, entonces ¢ es de la forma (z € y) o (x = y), donde z,y
son variables. Definimos (z € y)* = (z €* y) y (r = y)* = (x = y). Supongamos
ahora que comp(p) = n > 0 y que hemos definido 1+ para toda formula 1 tal
que comp()) < n. Entonces se puede dar uno (y solo uno) de los casos siguientes:

1. ¢ = —¢). En este caso debe ser comp(y)) = n — 1, y usando la hipotesis
inductiva definimos g% = —x.

2. ¢ = (¢ A ). Como debe ser comp(v)) < n'y comp(n) < n, aplicando la
hipotesis inductiva definimos @ = (¢ * Anx).

3. ¢ = Jxep. Debe ser comp(y)) =n — 1y podemos definir o+ = Jaihx.

Vamos a probar ahora que si 9 es una férmula correspondiente a un axioma
de ZFC, entonces ¢* es verdadera en (U, €*). Esto mostrara que (I/,€*) es un
modelo de ZFC. Después, veremos que eligiendo una F' conveniente, obtendre-
mos un modelo de ZFC' que satisface la negacién del Axioma de Regularidad.

Extensionalidad. Para ver que

VeVy (Vt (t€* x> t€ y) = (x=1y))
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es verdadera en (U, €*) observemos que teniendo en cuenta Pj se tiene que

Vi(te"xote y) oVt (teFla)teF(y) < Flz)=F(y) < x=uy.

Conjunto vacio. Sea §* = F~1((})). De la definiciéon de €* resulta que
Vo = (x € 0%).
Unién. Sea a un conjunto y sea U*a = Ffl(UyeF(a) F(y)). Es facil ver que
Vi (t € UM(a) < Jy (y € ant e y).
Conjunto Potencia. Sea a un conjunto. Observemos que
rCTaeVt(te s —te a) e

Vi (t € F(x) =t € F(a) < (F(z) C F(a)) < (F(x) € P(F(a))).

Por el Axioma de Sustitucion, {F~1(y) : y € P(a)} = {z : F(z) € P(a)} es un
conjunto. Sea P*(a) = F~1({z : F(z) € P(a)}. Resulta que * C* a > z €*
P*(a).

Sustitucién Sea a un conjunto y v (z,y) una formula tal que ¥*(x,y) define
una relacién funcional sobre a:

(Vo (z € a— 3y ¢ (z,y)) ¢ (Vo (z € F(a) = Iy ¢*(z,y))).
Por el Axioma de Sustitucion en (U, €),

{y:3z e’ a (W (z,y)} ={y: 3w e Fla) ("(x,9))}

es un conjunto.

Como el Axioma de Sustitucion es valido en (U, €*), también son validos los
axiomas de Especificacion y de Existencia del Par.

Infinito. Sea la "funcién"S definida en U por

0* siz =0,
S(xz) =14 F(z(n))U{z(n)} sizesfuncién y dom(x) =n + 1,
0 si no se cumplen las condiciones anteriores.

Por recurrencia definimos la funcién f con dom(f) = w satisfaciendo f(n) =
S(f|n). Entonces se tiene que f(0) =0*y f(n+1) = F(f(n))U{f(n)}.

Observemos que z € f(n+1) <> z €* f(n) Vo = f(n), lo que significa que
Fn+1) = fn)=.

Por el Axioma de Sustitucion img(f) es un conjunto. Sea w* = F~1(img(f)),
y veamos que w* es inductivo en (U, €*): §* €* w* porque 0* = f(0) € img(f).
Supongamos que z €* w*. Entonces x € img(f) y por lo tanto x = f(n) para
algin n € w. Luego z'* = f(n + 1) € img(f), lo que significa que 2™ € w*.

Eleccién. Sea a un conjunto que en (U, €*) es no vacio y cuyos elementos son
no vacios y disjuntos dos a dos. Esto es, a satisface:
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) a# 0%,
1*) Vo((z €*a) = 3¢ (t € 2)),
urt) Va vy (((z € a) A (y € a) A (z #y)) = (V2 ((z €7 2) V (2 €7 9))))-

En (U, €), las propiedades anteriores significan que a satisface las propieda-
des:

1) a0,
0) Vo ((z € F()) > (F(z) £ D)),
) Vo ¥y (((z € Fa)) Ay € Fla)) Az #y)) = (F(x) N Fy) =0)).

Entonces, teniendo en cuenta el Axioma de Sustitucion, resulta que a; =
{F(z) : # € F(a)} es un conjunto no vacio de conjuntos no vacios y disjuntos
dos a dos. Luego por el Axioma de Eleccién existe un conjunto b; tal que

Vedly (tear) = ((yet)A(y€br)). (5.7)
Como (t € a1) «» 3z ((z € F(a)) A (t = F(x))), (5.7) se puede escribir
vz Ay (@ € F(a) = (y € F(@) Ay € by)).
Definiendo b = F~1(b;), se tiene que
b (Vo Ay ((x € a) = ((y €™ z) A(y € b)),
que es la formulaciéon del Axioma de Eleccion en (U, €%).

Acabamos de ver que (U, €*) satisface los axiomas ZFC, cualquiera que sea la
F definida a partir de una formula ¢(z,y) que satisfaga las propiedades P; — Py.
Sea

pla,y) =(@=0=2y=DA(z=1=2y=0)A((z#0)A(x#1)) = (z=y)

Es claro que @ satisface Py — Py y la F correspondiente esta definida para todo
T como
1 siz=0,
F(z)=<0 siz=1,
x six#0yzx#l

Como 0 € F(0) =1 = {0}, resulta que 0 €* 0 y del Corolario 5.2.6 resulta que
el Axioma de Regularidad es falso en (i, €*) para esta eleccién de €*.

En particular, resulta que la existencia de conjuntos que sean elementos de
si mismos es compatible con la axiomatica ZFC.
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5.4. Ejercicios
Ejercicio 5.4.1. Usando las definiciones del Ejercicio 2.6.12 probar que:
1. Si a es un conjunto reqular, entonces € es bien fundada sobre a.
2. Si € es bien fundada sobre un conjunto transitivo a, entonces a es regular.

Ejercicio 5.4.2. Sea €* la pertenencia definida por una “funcion” F determi-
nada por una formula que satisface las propiedades P, — Py consideradas en
§5.3. Pruebe que:

1. zN*y=FYF(x)NF(y)),
2. Az, yt = F'({z,y}),

3. {a}* = F'({z}),

4 (a,y)* = F~((z,y).



