Capitulo 6

Modelos

En este capitulo veremos ejemplos de como demostrar la independencia de
un axioma o su consistencia relativa a los otros. Si A es un sistema de axiomas:

1. AT es el sistema de axiomas formado por los axiomas de A més el Axioma,
de Regularidad.

2. AC es el sistema de axiomas formado por los axiomas de A més el Axioma
de Eleccion.

Por ejemplo, ZFC™ indica el sistema formado por los axiomas de ZF mas los
Axioma de Eleccién y Regularidad.

6.1. La clase V

Recordemos que para cada ordinal « V,, es un conjunto transitivo (Teore-
ma 5.1.4) y que V, la clase de los conjuntos regulares, es una clase transitiva
(Teorema 5.1.5). Formalmente, V esta definida por la formula:

Jy (Ord(y) A (xz € V).

Uno de nuestros objetivos serd mostrar que V es un modelo de ZFC* con
respecto a ZFC, esto significa que partiendo de los axiomas de ZFC, podemos
construir una clase en la cual los enunciados de los axiomas de ZFC restringidos
y el enunciado del axioma de regularidad son verdaderos.

La siguiente definicién va a precisar el sentido en que un axioma se verifica
en una clase.

Definicién 6.1.1. Sea C una clase y ¢ una férmula. Definiremos € por in-
duccion en la complejidad de ¢ como sigue:

1) Si @ es atémica, entonces ¢ = ¢,
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1) si =, entonces o€ = -,
1) sip=(n A1), entonces ¢ = (n° AY°),
V) si @ = 3 1, entonces ¢ = Jz (C(z) A Y°).
La formula ¢° se dice la restriccion de ¢ a la clase C.

De la definicién del cuntificador universal en términos del existencial y la
negacion se tiene que:

Si ¢ =Vz ¢(x), entonces gac =Vz (C(z) — 1j)c($)). (6.1)

A continuacién obtendremos algunos resultados relacionados con clases tran-
sitivas. Dado que V es transitiva, estos resultados se aplican a } como caso
particular.

Diremos que una clase C satisface un axioma A, cuando la restriccién a C
del enunciado de A es verdadero.

Teorema 6.1.1. Cualquier clase transitiva satisface el Azioma de Extensiona-
lidad.

Demostracion. El Axioma de Extensionalidad es
VeVy Vit ez <t ey) »z=y).
El axioma restringido a C toma la forma
Va Yy {Clz) AC(y) — [Vt (C(t) = (tEx >t €y)) =z =y]}.

Sean x e y en C tales que x # y. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que existe ¢ tal que t € x y t ¢ y. Como C es transitiva y ¢ € x, tenemos C(t);
es decir, t estd en la clase.

Luego s dos conjuntos en C son distintos hay al menos un elemento de C que
estd en uno pero no en el otro. Por lo tanto si dos conjuntos de la clase C tienen
los mismos elementos de C deben ser iguales y esto es lo que afirma el Axioma
de Extensionalidad restringido a C. O

Teorema 6.1.2. Si C es una clase transitiva tal que C(z) — C(P(x)), entonces
el Azioma de Especificacion vale en C.

Demostracion. El Esquema de Especificacion relativo a C, aplicado a una for-
mula ¢, es el enunciado

vz {C(xz) = Iy [Cly) A (Yt (Ct) = (tex A ¢C(t))) < tey)})

El conjunto
y={tecx: )} eP(x).

Como por hipotesis P(z) estd en C y C es transitiva, resulta que y esta en C, lo
que significa que el Axioma de Extensionalidad relativo a C se cumple en C. [
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Definicion 6.1.2. Sea C una clase y ¢ una férmula con xy, ..., x,, como variables
libres. Diremos que ¢ es C-absoluta o que C refleja a ¢ si es verdadero el
enunciado

Vg ... Yau [C(zo) A o A Clzn) — (¢ © ¢°)]

Esto es, una formula ¢ es C-absoluta si los enunciados que resultan de asig-
nar a las variables libres de ¢ y de ¢ los mismos elementos de C, ambos son
verdaderos o ambos son falsos. El siguiente ejemplo de una férmula no absoluta
ayudara a comprender el concepto.

Ejemplo 6.1.3. Sea ¢(z) = =(3x (x € 2)) y consideremos como clase al con-
junto s = w \ {0}. Entonces p°(2) = —3x(x € s Az € 2), y se tiene que p*(1)
es verdadero pero ¢(1) es falso. Por lo tanto el enunciado

Vz(z € s = (¢° ¢ )
es falso y ¢ no es s-absoluta.

Resulta de la Definicién 6.1.1 resulta que si ¢ no tiene cuantificadores, en-
tonces o = ¢ para cualquier clase C. Por lo tanto si ¢ no tiene cuantificadores
es trivialmente C-absoluta para cualquier clase C.

Definicion 6.1.3. Los cuantificadores en una formula se dicen acotados si
son de la formaVz (x €y — ¢¥(z)) 6 Iz (x €y AN P(x)).

Lema 6.1.4. Si C una clase transitiva, entonces toda formula ¢ sin cuantifica-
dores no acotados es C-absoluta.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion en la complejidad de las
formulas. Si comp(y) = 0, entonces no tiene cuantificadores y el resultado es
trivial. Sea comp(p) = n > 0 sin cuantificadores no acotados y supongamos que
todas las formulas de complejidad menos que n sin cuantificadores no acotados
sean C-absolutas. Si ¢ = =) 0 ¢ = (¥ A n), entonces 1 y 7 tienen complejidad
menor que n y no pueden tener cuantificadores no acotados. Luego, por la
hipétesis inductiva deben ser C-absolutas, y se ve facilmente que esto implica
que también ¢ es C-absoluta.

St (Yo, .-y Yn,2) = Jx(z € 2)¥(x,yo,..-,Yn, 2), para probar que ¢ es C-
absoluta debemos probar que el siguiente enunciado es verdadero:

Yo - - Vya¥z(Clyo) A .. AC(yn) AC(2) —
[F32(Cx) Az € 2 AYE(T, Yor - s Yns 2)) < Fa(x € 2 AT, Yoo -+ -+ Y, 2))].

Como C es transitiva y z € C, debe ser z € C, luego la condicion C(z) es
superflua, y el enunciado anterior puede escribirse:

Yo - - 'VynVZ(C(yo) AN C(yn) A C(Z) -

Br(z € 2 AV (2, Yo, -1 Yn, 2)) ¢ Fa(@ € 2 A P(2,90, -, Yns 2))]-

que resulta verdadero, ya que por la hipétesis inductiva i debe ser C — absoluta.
O
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Sea ¢(z,y) una formula que permita definir una relacion funcional y = F(z),
esto es, que Vz 3y p(z,y).

Definicion 6.1.4. Diremos que la relacion funcional F es C-absoluta cuan-
do estd definida por una formula ¢ C-absoluta que satisface la condicion de
ezistencia y unicidad en C:

v [C(z) = 3y ((Cy) A & (z,9))].

De la definicién anterior resulta que si F’ es una relacién funcional C-absoluta,
entonces F¢(z) = F(z) para todo z en la clase C.

De acuerdo con el Lemma 6.1.4 si queremos ver que dada una clase transitiva
C la férmula ¢ es C-absoluta, bastard escribir una formula equivalente a ella
donde los cuantificadores aparezcan acotados. Esto es lo que haremos en la
demostracion del siguiente teorema.

Teorema 6.1.5. Sea C una clase transitiva que satisface los axiomas de Especi-
ficacion, Par y Union; entonces las siguientes formulas y relaciones funcionales
son C-absolutas.

a) z €y
b) x=y
c) xCy
d) {z,y}
e) {z}
f) (@, y)
9) 0

h) zUy
i) zNy
j) = \y
k) o

1) Trans(z)
m) Uz
n) Na

Demostracion. a) y b) son triviales por ser formulas atomicas.
¢) La formula Vt (t € © — t € y) tiene todos sus cuantificadores acotados y C
es transitiva; por lo tanto es C-absoluta.
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) Trans(z) es la formula Vy (y €z — Vz (z €y — z € x)) en la que todos
los cuantificadores aparecen acotados.

Por hipétesis, los conjuntos definidos por las formulas funcionales {x,y}°,
{2}€, (2,9)¢, 0°, (x U ), (xNy)°, (z\y)¢, (2)¢ existen. Resta ver que coin-
ciden con su correspondiente no relativo. Para ello escribiremos las respectivas
férmulas que los definen de manera que los cuantificadores queden acotados, lo
que implica que las formulas sean C-absolutas.

d) z={z,y}siysdlosiycz AN zcz AVt(tcz — (t=x V t=y)).

e) Este es un caso particular de d)
f) z=(z,y) siy solo si

Is (s€zN s={z}) NIs(sezA s={z,y}) A

Vs(s€z — (s={z} V s={z,y}).
g) Podemos decir que z = () si y s6lo si Vt (t € z — t # ©).
h)z=xzUysiysolosiVt (tez—(tex Vicy) NaeCz A yCz.
i)z=xzNysiysolosiVt(tex — (tey —-t€z2) NzCy A zCx.
j)z=xz\ysiysolosiVt (tex = (t¢y —-te€z) N zCx A zNy=0.
k) Que 2’ = U {z} es consecuencia de e) y h).
m)y=UxsiysolosiVs(s€xz — sCy) AVE(t€y — Ts(s€x AteEs)).
n)y =Nz siy sblo si
Vi(tex - yCt)AIso{so €xAVEt[tEsy — (Vs(s€ax —tes)) —>tey}

O

Teorema 6.1.6. En las mismas hipotesis del teorema anterior, las siguientes
formulas y relaciones funcionales son C-absolutas.

a) z es un par ordenado

b) axb.

¢) r es una relacion

d) dom(r)

e) img(r)

f) f es funcion

g) f(x) (ser imagen del elemento x por una funcion f)

h) f es funcidn inyectiva
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Demostracion. Observemos que si ¢(x,y) es C-absoluta, y la relacion funcional
y = F(s,t) es C-absoluta, entonces la formula v (z, s,t) dada por ¢(x, F(s,t))
resulta C-absoluta, puesto que a ¥ (z,s,t) podemos escribirla como ¢(z,y) A
(y = F(s,t)) que es C-absoluta.

Usando el teorema anterior, escribiremos las formulas de forma tal que los
cuantificadores queden acotados, y algunas de las variables que aparezcan libres
sean reemplazadas por relaciones funcionales C-absolutas.

a) La formula que dice que "z es un par ordenado"puede expresarse como
Jr(xet Nt=Uz) AN Jy(yes A s=Uz) A z=(z,y).

Por el teorema anterior las relaciones funcionales (z,y) y Uz son C-absoluta;
ademas los cuantificadores estan acotados, por lo tanto la formula es C-
absoluta.

b) ¢=a x bsiy solo si
VeVy [(zx€anyedb) — (z,y) €c] A

Vz[z€ec — JzJy(x€a AN yeb A z=(z,y))]

En esta formula, todos los cuantificadores estan acotados.

¢) “r es una relaciéon” si y solo si Yz (z € r — x “es un par ordenado” ). Los
cuantificadores estan acotados y “es un par ordenado” es C-absoluta.

d) a=dom(r) siy solo si
Ve[zr€ea — Ty (yeuUr A {(z,y) €r)] A
Ve Vy[(zx e UUr A y eUUr Alz,y) €r) — = €al.
e) b=1img(r) siy sélo si
Vy(yeb — Fx (xeUUr A (z,y) €r)] A
Ve Vy[(zx e UUr A y eUUr A{z,y) €r) — y e
f) “f es funcién” si y solo si
(f es relacion ) A Vz Vy Vz
(zeUUf AyeUUf AzeUUf) - ((z,y) e fA(z,2)ef = y=2)].

g) y=f(x)siysdlosids (s f A s={x,y)).
"f es funcién inyectiva"si y solo si

(f es funcién ) A Vz Vit

[(z € dom(f) A tedom(f)) — (f(z)=f(F) — x=1t).
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O

Teorema 6.1.7. Sea C una clase transitiva que satisface los axiomas de Espe-
cificacion, Par, Union y Potencia. Sean a y r conjuntos en la clase C y supon-
gamos que r es un buen orden sobre a y que la formula que dice esto es p(a,r).
Entonces la formula restringida ¢(a,r)¢ es verdadera.

Demostracion. La formula ¢(a,r) puede ser escrita como
[(rCaxa) A orden(a,r) A bueno(a,r)],
donde orden(a,r) es la formula
VeeaVyeaVzea[(zx)ern{z,y)er A (y,2) €r) — ((x,2) €r)A

((z,y) €7 Ay, 2) €7) = 2 =y)]

que dice que r es un orden sobre a y bueno(a,r) es
Ve{z e Pla) N z#0 — Fyllyex)AVt(texz— (y,t)er)]},

la formula que dice que r es un buen orden.

Bajo estas hipotesis sobre C, todas estas formulas, que definen buen orden,
son C-absolutas puesto que todos los cuantificadores en ellas se encuentran aco-
tados y las formulas funcionales que aparecen son C-absolutas. Por lo tanto
o(a,r) es C-absoluta. O

Teorema 6.1.8. Sea C una clase transitiva que satisface los aziomas de Espe-
cificacion, Par, Union y Potencia. Si w estd en la clase C, entonces C satisface
el Axioma del Infinito.

Demostracion. El Axioma del Infinito relativo a C es
Jz {Cx) A [0°ecx AVECH) — tex — t)Cex)}.  (6.2)

Como se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.5, resulta que §€ = y (¢')¢ =
t', y como C(w) es verdadero, tenemos que w hace verdadero el enunciado (6.2).
O
Teorema 6.1.9. Si a es un ordinal limite, entonces V,, satisface los aziomas
de Extensionalidad, Especificacion, Conjunto Vacio, Par , Unién, Potencia, Re-
gularidad, Eleccion. Ademds, si o > w, entonces V, satisface el Azioma del
Infinito.

Lo anterior afirma que si o > w, entonces V,, es un modelo de ZC™.

Demostracion. Sea « un ordinal limite. Por el Teorema 5.1.4, V,, es transitivo
(como conjunto), por lo tanto transitiva como clase. El Teorema 6.1.1 afirma
entonces que V,, satisface Extensionalidad. Si usamos el Corolario 5.1.7 y te-
nemos en cuenta que V, es transitivo, es facil comprobar que V,, satisface los
axiomas de Union, Par y Potencia.
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Nos encontramos en las hipotesis del Teorema 6.1.2, por lo tanto V,, satisface
Especificacion.

El Axioma del Conjunto Vacio se satisface porque @) € V.

Para ver que V,, satisface Axioma de Eleccion, mostraremos que V,, satisface
el Principio de Buena Ordenacion.

Sea a un conjunto en V,; este conjunto puede ser bien ordenado y sea r un
buen orden para a. Tenemos que r C a X a € V,, y de esta manera nos hallamos
en las hipd6tesis del Teorema 6.1.7, entonces V,, satisface el Principio de Buena
Ordenacion.

El Axioma de Regularidad vale en V,, por construccion.

La ultima afirmacién es consecuencia del teorema 6.1.8. O

Teorema 6.1.10. V es un modelo de ZFCT.

Demostracion. La clase V es transitiva por el Teorema 5.1.5, por lo tanto sa-
tisface Extensionalidad. Ademas, por el Teorema 5.1.6, si x esta en V, entonces
P(z), y Uz también; por lo tanto satisface los axiomas de Potencia y Union.
El Axioma de Regularidad es verdadero en V por construccién. El Axioma de
Eleccion seria verdadero en V si fuera verdadero el de Sustitucion, porque este
ultimo implica Especificacion y con esto estamos en las hipotesis del Teorema
6.1.7. Por lo tanto, sblo resta ver que ) satisface Sustitucién.

Sea ¢ una formula con la variables yi, ..., ¥n, x, y libres. En palabras, el
Axioma Esquema de Sustitucion relativo a V afirmaria que: si a es un conjunto
regular tal que para cada x € a existe un tnico conjunto regular y que hace
o(z,y)Y verdadera, entonces existe un conjunto regular

b={y:3z (x€a A p(x,y)")}"".

Veamos que la afirmacion es cierta. Consideremos la formula ¢ (z,y) dada
por o(z,y)Y A V(y). Tenemos que 1) define una relacién funcional. Luego, por
el Axioma Esquema de Sustitucion, existe un conjunto

b={y: 3z (xc€a A ¢Y(x,y)}={y: Jz (@ca A o(z,y)” AV(y)}=

{y: 3z (@ea A o,y)’) AV)Y={y: Iz (xca A p(x,y)")}V.

Por lo tanto basta ver que b es regular; pero esto es consecuencia del Teorema
5.1.1, ya que todos los elementos de b son regulares. O

Teorema 6.1.11. Sea C una clase transitiva tal que C(z) y C(x) implica C(P(z)),
C(Uz) y C({x,y}). Entonces las formulas Ord(z) y Card(xz) son C-absolutas.

Demostracion. Para ver que “ser ordinal” es C-absoluta, por la Definicion 2.3.3
debemos ver que Trans(z), Ordy, Ords y Ords son C-absolutas. Sabemos que
bajo las hipoétesis del enunciado C satisface Extensionalidad y Especificacion.

INotar que si ¢(z) es una féormula con la variable z libre y C es un clase la formula
{z: ©(x)}C es equivalente a {z : p(x) A C(z)}; esto es, la clase de los = que satisfacen p(z)
y que estan en la clase C.
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Como C es transitiva y satisface Extensionalidad, Par y Uni6n, por el Teorema
6.1.5 Trans(z) es C absoluta.

En Ordy y Ords los cuantificadores estédn acotados, y como C es transitiva,
se sigue que estas dos féormulas son C-absolutas.

Resta probar que Ords es C-absoluta, o sea que la formula

Vu{(uCa ANu#0) - Fzz€cu AV (z€u AN z# z = z€u)}
y su restirngida a C,
Vu {Cu) = [(uCaz A u0) —

2C(z) ANzeu ANVECE) = (teu ANt# z = z€t)]]},

tienen el mismo valor de verdad cuando z esté en la clase C.

Por hipotesis, que x esté en la clase implica que P(z) también, por consi-
guiente si u C z, u € P(x) y como C es transitiva u estd en C. Esto muestra que
C(u) es redundante. En las demés partes de la formula, vemos que C(z) no varia
la verdad de la férmula porque z € u y w estd en C, y C(t) tampoco porque se
toma t € u. El Vacio restringido coincide con el Vacio, de acuerdo con el Teo-
rema 6.1.5. Por lo tanto, todos los signos que se agregaron por la relativizacion
son redundantes si suponemos que x esta en la clase.

Hemos probado que Ord(z) es C-absoluta. Ahora veremos que la formula
Card(x) es C-absoluta.

Primero veremos que si v esta en C, Card(v) implica Card(y)¢. Supongamos
que v es un cardinal que esta en la clase C, entonces v es un ordinal; por lo
visto anteriormente 7 es un ordinal relativo a C. No existe una biyeccién de v
en cualquier ordinal menor. Como no hay ordinales relativos a C que no sean
ordinales, tenemos que no hay biyeccion para los ordinales relativos a C menores
que 7. Por lo tanto Card(a)C es verdadera.

Supongamos que vy es un ordinal que no es cardinal. Entonces existe una
biyecciéon f de v en un ordinal g € 4. Como f CyXx 3 C vy Xy yyxyestd en
C, entonces f esta en C por pertenecer a P(y x 7). Por otra parte, ser biyeccion
es C-absoluta por lo tanto v tampoco es un cardinal relativo a C. O

Hemos usado el Axioma Esquema de Sustitucién para probar que todo con-
junto bien ordenado es similar a un ordinal (Teorema 3.2.3). El resultado si-
guiente muestra que ZC™ no es suficiente para probarlo.

Teorema 6.1.12. Vo, es un modelo de ZCT en el que ezisten conjuntos bien
ordenados no similares a un ordinal.

Demostracion. Como w®w es un orddinal limite, por el Teorema 6.1.9 sabemos
que Vygw es un modelo de ZCT. Observemos que la relacién de similaridad es
Vaw-absoluta. En efecto, ser “funcion biyectiva” lo es, “preservar el orden” puede
expresarse por una férmula con todos sus cuantificadores acotados y la férmula
f(z) (ser imagen de un z por una funcién) es V,,q,-absoluta. Mostraremos ahora
que existe un conjunto bien ordenado que no es similar a ningin ordinal.
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Si r es un buen orden para w, entonces r C w X w; por el Teorema 5.1.6
P(w x w) € Vygw por lo tanto r € V,q,,. Por otra parte, por el Teorema 6.1.7 r
es un buen orden relativo a V,,g. Consideremos el buen orden para w dado por
x <X ysizespareyimpar, osiz < ysiendo ambos pares o ambos impares.Como
w @ w es el tnico ordinal similar a (w, <) y la similaridad es V,,g,-absoluta, del
Corolario 5.1.8 resulta que para que exista un ordinal en Vg, similar a (w, <)
deberia ser w ® w € Vg, 1o que es imposible por el Corolario 5.1.3. O

6.2. Cardinales fuertemente inaccesibles

En lo que sigue A denotard un cardinal que satisface las dos condiciones
siguientes:

I} siyesun cardinal y v < A, 27 < ),

I si {v;}ier es una familia de cardinales tal que 7; < X\ para todo i € 'y
card(I) < X, entonces sup;c;v; < A

Observemos que w satisface I; e I5.

Lema 6.2.1. Si X satisface I e I, entonces card(Vy) = A\, y para todo conjunto
a, a pertenece a Vy) si y solo si a es un subconjunto de Vy y card(a) < A.

Demostracion. Como A C Vy, entonces A = card(A) < card(Vy).
Observemos que si a < A, entonces card(V,) < A. En efecto, supongamos
que esto es falso, y sea « el primer ordinal menor que A tal que card(V,) > A.

card(Vy) = card( U P(Vs)) < Z card(P(Vg)) =

f<a B<a

méx{card(a) , sup 2°47VB)} <\
B<a
contradiciendo la eleccién de a.
De la definicion se desprende que X es limite. Luego, Vi = (J,cy Va, por
consiguiente,

card(Vy) = card( U Vo) = sup card(V,) < A.

aEl €A

Para demostrar la otra parte, sea a € Vi = [J e, Va- Entonces existe a € A
tal que a € V,, lo que implica que card(a) < card(V,) < A. Para probar la
reciproca, supongamos que a C Vy y card(a) < A. Consideremos la funcion f
definida sobre a y dada por f(z) = card(rg(z)). Tenemos que f(z) < A para
todo z € a y ademas card(a) < A, por lo tanto p = sup,¢, f(z) < X\. Siz € q,
f(x) < p, entonces rg(xz) < 2° y tenemos que = € Va,. De lo anterior se deduce

que a € P(Var) = Varg1, y dado que 2° § 1 < A, tenemos a € V). O

Lema 6.2.2. Si \ satisface I; e I, entonces V) satisface el Azioma de Susti-
tucion.
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Demostracion. Supongamos que valen las hipdtesis del Axioma de Sustitucion
relativo a V); esto es, dada una féormula o(z,y), para todo conjunto a en V) en
el que p(x,y)"* sea funcional, es decir, para todo = € a? existe un tnico y € Vy
tal que p(z, y)V*. Lo que debemos ver es que existe un conjunto b en V) tal que
tiene a todo y de Vy tal que vale o(z,y)" para algin z en a.

Por el Axioma de Sustitucion existe el conjunto

b={y: Jz (x€a) A (sﬁ(ﬂﬁyy)w)}'

Tenemos que mostrar que b pertenece a V).

Por hipétesis, si z € a y ¢(z,y)", entonces y € Vy; por lo tanto b C V.

Por otra parte, podemos construir una f: a — b sobreyectiva dada por f(x) =
y donde y es tal que ¢(x,y)">.

Lo anterior dice que card(b) < card(a). Como a € Vy, el Lema 6.2.1 implica
que card(a) < A, entonces card(b) < A. Si usamos nuevamente el resultado del
Lema 6.2.1 obtenemos que b € V) y con esto que el Axioma de Sustitucion
relativo a V) es verdadero. O

Con los Teorema 6.1.9 y 6.2.2 se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 6.2.3. Si )\ satisface I e I, y A\ > w , entonces V) es un modelo de

ZFCT.

Teorema 6.2.4. V,, satisface los aziomas de ZFCT menos el Azioma de Infi-
nito. Mds precisamente, satisface que no existe un conjunto inductivo en V.

Demostracion. Por los teoremas anteriores lo tinico que nos falta probar es que
V,, satisface la inexistencia de un conjunto inductivo relativo a V,,. En la de-
mostracion del Teorema 6.1.8 vemos que Ind(z) es V,-absoluta para todo a,
por lo tanto es equivalente decir “inductivo que pertenece a V,,” o “inductivo
relativo a V,,”. Supongamos que x pertenece a V,, y x es inductivo. Como w es
un subconjunto de z y vale el Axioma de las Partes, w € P(z) € V,,, y por ser
V., transitivo tendriamos que w € V,, que es absurdo. O

Diremos que A es un cardinal fuertemente inaccesible si A > w y satisface
las propiedades I y Is.

Teorema 6.2.5. Es imposible demostrar la existencia de cardinales fuertemente
inaccesibles en la axiomdtica ZFCT.

Demostracion. Sea U un modelo de la teoria de conjuntos ZFC*. Supongamos
que existe un cardinal fuertemente inaccesible en U. Sea m el primer cardinal
fuertemente inaccesible.

Consideremos el conjunto V.. Por el Teorema 6.2.3 este conjunto es un mode-
lo de ZFC™. Resta ver que no hay cardinales fuertemente inaccesibles relativos.
Por el Teorema 6.1.11, todos los cardinales que pertenecen a V. son cardinales
relativos a V; y biceversa. En V; no hay cardinales fuertemente inaccesibles

2 Aqui deberia ir € a N V), pero como V) es transitivo, a = a N Vy.



94 CAPITULO 6. MODELOS

porque 7 ¢ V. y 7 es el primero. Por lo tanto, si v € 7, entonces alguna de las
condiciones de inaccesibilidad debe fallar, o sea, al menos una de las siguientes
debe cumplirse y todas ellas conducen a que el cardinal tampoco sea inaccesible
relativo a V:

1. v < w, indica que v tampoco es inaccesible relativo a V.

2. Existe 8 € v tal que 2% > ~, y como 8 € V; por el Lema 6.2.1 tenemos
que 27 € V3s; por consiguiente v no es un cardinal fuertemente inaccesible
relativo.

3. Existe una familia {f;};cs tal que card(I) < vy para todo i € I, 8; < v,
pero sin embargo v < (J;; Bi- En este caso, la familia {8;}ier C I x v C
Y X~y yxvy € Vypor el Teorema 5.1.6. La familia pertenece a V; por
ser V transitivo y esto implica que v tampoco puede ser fuertemente
inaccesible relativo a V.

O

6.3. El teorema de la reflexion

En esta Seccién veremos un resultado, probado en la década de los 60 del
siglo pasado por Ricahard Montagne y Azriel Levi,que muestra como ciertas
propiedades validas en una clase de conjuntos se reflejan en una subclase, que
puede ser un conjunto. Una consecuencia importante de este resultado es que
los infinitos axiomas esquemas de ZFC ™ no pueden reemplazarse por un ntimero
finito de axiomas. Otras aplicaciones se veran en el capitulo siguiente.

Comenzaremos por un resultado preliminar.

Diremos que una lista de formulas ¢, ... ¢, es cerrada por subférmulas
si, y sélo si, toda subférmula de cualquier féormula de la lista figura en ¢; ... ¢y,.
Por ejemplo, cualquier cadena de formacién de una férmula es cerrada por sub-
formulas.

Definicién 6.3.1. Sean M y N clases tales que todo conjunto de la clase
M estd en la clase N (para abreviar, M “C” N'). Diremos que una férmula
o(xo, ..., z1) es M, N -absoluta si

VaoVay -+ Vap[(M(zo) A M(z1) Ao A M(ag)) —

(@M(z0, ..., z1) & N (z0, ..., 21))]-

Observemos que las formulas C-absolutas introducidas en la Definicién 6.1.2
son C,U-absolutas, donde U es el universo de la teoria de conjuntos.

Lema 6.3.1. Sean M y N clases tales M “C” N. Si ¢1...¢, es una lista
de formulas cerrada por subférmulas, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) Para todo 1 <1i < n, ¢; es M, N-absoluta.
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(ii) Si ¢; es de la forma Jy¢;(z,y1,. .., yx), entonces
ViV - Vyr[(M(y1) A M(y2) A M(yr)) —
W (@) AN (2,91 yk) = Fe(M(@) A oY (2,91, ... ux)))-

Demostracion. (i)=-(ii). Fijemos y1, .. .,y, en M y supongamos que ¢; es de la
forma Iz, (z,y1,...,yn) y que Iz(N(z) A ¢§-\[(x, Yy« Yn))-

Entonces, ¢V (y1,...,yn) es verdadera, y por (i), ¢M(y1,...,yn) es verda-
dera. Luego es verdadera

Ja(M(x) A o3 (2,91, yn))

N
J

(M) A Y (2,91, ym),

y como por (i) qﬁf”‘ < ¢, también es verdadera

lo que prueba (ii).

(ii)=-(i). Veremos que se satisface (i) por induccién sobre la complejidad de ¢;
(i=1,2, ..., n).

Si ¢; es de complejidad 0, no hay nada que probar, porque si ¢; es una
férmula atémica, entonces ¢; = qﬁlM = (;5{\/ .

Supongamos que comp (¢;) > 0y que hemos verificado (i) para todas las for-
mulas de la lista de complejidad menor que la complejidad de ¢;. En particular,
suponemos vélido (i) para todas las subformulas de ¢;.

Los casos ¢; = =¢; ¥y ¢; = ¢; A ¢i, resultan de la hipétesis inductiva y la
Definicion 6.1.1 de restriccion de una féormula a una clase.

Supongamos ahora que ¢; = Jxo;(z,y1,...,yn) vy fijemos yi,...,y, en M.

oMy, Yn)
Fz(M(x) A ¢ (2,91, ., yn) [ Definicion de restriccion]
Je(M(x) A ¢Y (x,91,...,y) [ por hipotesis inductiva sobre ¢;]
(N (@) A @Y (g, un) =) M Ny ) por (i)
N1y yn) [ Definicion de restriccion]

rree

O

Teorema 6.3.2 (Teorema de la Reflexion). Supongamos que VW es una clase,
que para cada ordinal o, W,, es un conjunto y que se cumplen las condiciones
stguientes:

Wi Sia < f, entonces W, C Wi,

Wy Siv es un ordinal limite, entonces W, = |J W,
aey

Wy ‘W= U Wa”
acOrd
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Entonces, para toda lista de formulas ¢1,. .., ¢y, vale la siguiente afirmacion:

Vadp > a(dr,...,¢n son Wz, W — absolutas),

donde o, B designan ordinales.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢1,..., ¢, es
cerrada por subformulas.
Supongamos que

Gi(Y1y -y yn) = (Y1, Yn)- (6.3)

Dados y1,...,y, em W, sea G;(y1,...,yn) = 1 si n es el primer ordinal que
satisface

Jz(x € Wn/\ij(ﬂﬁ,yh---vyn)) (6.4)

y sea G;(y1,...,yn) = 0 si no existe tal n. El Axioma de Sustitucién garantiza
que para todo ordinal &, {G;(b1,...,bs) : b1,...,b, € W¢} es un conjunto de
ordinales, y por lo tanto

Fl(f) = sup{Gi(bl,. . ,bn) : bl, .. .,bn c Wg}

es un ordinal.

En el caso que ¢; no sea de la forma (6.3), sea F;(y1,-..,yn) = 0 para todo
Yi,-.-,Yn €0 wW.

Fijemos « y definamos

Bo = a,
IBPEBI = max(ﬁp @ 17F1(Bp)7 i 7Fn(6p))

De esta manera hemos definido a 3, por recursién para todo p € w. Sea,

ahora, 8 = \/ Bp. Como a =y < f1 < ...B, < fBpy1 < ..., resulta que j es
pEw
un ordinal lfmite mayor que .

Sea ¢; de la forma (6.3) y supongamos que yi, ..., Y, representan elementos
de W5 que hacen verdadero 3x(W(z) A¢!Y (y1,...,yn). La condicién W3 implica
que (6.4) debe ser satisfecha, y Wy y W3 implican que debe existir un ordinal
& < B tal que y1,...,y, € We. Entonces se tiene que n = G;(y1,...,4n) <
F;(¢). Como & < 3, debe existir un p € w tal que £ < Bp, y esto implica que
F;(§) < Fi(Bp) < Bpy1 < B. Luego z € W,, C Wp.

Hemos probado asi que

Yyi - Vynllyr € We A+ ANyp € W) —

QeW(@) A (@, g1, yn)) = Fa(z € Wa A9} (@91, yn)))]

y por el Lema 6.3.1 resulta que las férmulas ¢; son Wz — WW-absolutas. O
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Tomemos W, =V, y W =V, y supongamos que ¢1, ..., p, son enunciados,
esto es, formulas sin variables libres. Entonces, en ZF podemos probar que

\% \%
VaIg>al@d” < o)A A(dn” < dn).
En particular, si ¢; es un axioma, entonces ¢; es un enunciado verdadero en ZF.
Luego,
Va3B > a(¢y® A Ap?).
Miés generalmente:

Corolario 6.3.3. Sea S un conjunto de aziomas que extienden ZF (por ejemplo,
S podria contener a los aziomas de ZF mds el axioma de eleccion o el axioma
de regularidad, la no ezistencia de un cardinal fuertemente inaccesible, etc.), y
sean ¢1,...,¢, axiomas de S. Entonces en ZF se demuestra que

Va3B > a(¢y® A Apn?).
Ahora veremos que las teorias ZF y ZFC no son finitamente axiomatizables:

Corolario 6.3.4. Sea S un conjunto de axiomas que extiende a ZF y ¢, ..., ¢n
aziomas de S. Si a partir de ¢1,...,¢, se pueden probar todos los aziomas de
S, entonces S no es consistente.

Demostracion. Supongamos que a partir de ¢1,..., ¢, podemos probar todos
los axiomas de S.
Sea [ el primer ordinal tal que

Vi \%.
1ﬁ/\"'/\¢nﬁ~

La existencia de tal 3 estd garantizada por el Corolario 6.3.3. Entonces todos
los axiomas de S se cumplen en V3. Como S extiende a ZF, todos los resultados
que vimos sobre formulas absolutas valen (interpretados) en V3. En particular,
como = € V, puede escribirse:

On(a) A Jy(y es funcion A dom(y) = a @ 1A
VAlyea@1— (f(7) = | Pw©d) Az € y(y))]
sep

resulta que si a € 3, V,, es V absoluta. Entonces V,"e=v,n Vg = V,. Como
S permite probar
Vo o
Ja )™ A Ay,

debe ser valido en V3 la siguiente proposicién:
Ja< BV A NPV,

lo que contradice la eleccion de . O
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6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.4.1. Calcular card(Vy,) para n € w.

Ejercicio 6.4.2. Un conjunto x se dice hereditariamente finito si x y todos
los elemtos de su clausura transitiva son finitos.

1) De un ejemplo de un congunto reqular finito pero no hereditariamente finito.

11) Demuestre que V,, es la clase de los conjuntos regulares hereditariamente
finitos. Pista: si hubiese comjuntos requlares hereditariamente finitos que
no estuviesen en V,,, habria uno de rango minimo.

Ejercicio 6.4.3. Sea C una clase no vacia. Muestre que en ZF* se puede probar
que la clase

7(C) = {x: C(x) AVy (C(y) — (rg(x) < rg(y)))},

esto es, la clase de los conjuntos de rango minimo en C, es un conjunto no vacio.
Pista: Existe un ordinal o tal que 7(C) C V.

Ejercicio 6.4.4. En ZF*, para todo conjunto x se define |z| del modo siguiente:

w |z| es el primer ordinal o tal que a ~ x, si tal « existe, est es, si x admite
un buen orden.

v || =7(Cs), donde C, = {y :y =T} en caso contrario.
Probar que:
1) Para todo x,y, |x| = |y| si y sélo si T =g.
11) Si z es bien orenado, |z| = card(z).

1II) Six no es bien ordenado, entonces |x| no es transitivo.



