Capitulo 7

Consistencia relativa del
Axioma de Eleccion

En este Capitulo nos proponemos mostrar que a partir de un modelo de ZF +
se puede construir un modelo de ZFC™T. Esto significa si hubiese una inconsis-
tencia en la teoria de conjuntos ésta no se deberia al Axioma de Eleccion. Este
importante resultado fue obtenido por Kurt Gdédel en 1940. El modelo que se
mostrard no es el original de Godel, formado por los conjuntos constructibles,
sino por otro algo més simple, formado por los conjuntos definibles por ordinales
que fue sugerido por el mismo Gdodel en 1946.

7.1. Relaciones definibles por férmulas

Dado un conjunto a, D f(a,n) seré el conjunto de relaciones n-arias sobre a
que son definibles por medio de una formula ¢ de primer orden relativizada a
a. Méas precisamente, D f(a,n) es el conjunto de todos los subconjuntos de a™
de la forma

{(z1,...,2,) €a" : ¢%(21,...,20)},
para alguna férmula ¢ con n variables libres.

Veamos como se puede formalizar esto en ZF, esto es, sin usar el Axioma de
Eleccion.

Definicién 7.1.1. Sean a un conjunto, n € w e i,j < n, entonces
(a) Proj(a,m,n)={s€a™:3tcr(tl, =s)}.
(b) Diage(a,n,i,j) ={s €a™:s(i) € s(j)}.
(c) Diag=(a,n,i,j) = {s € a™:s(i) = s(4)}.

(d) Por recursion sobre k € w definimos D f'(k,a,n) (para todo n simultinea-
mente) por:
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Df'(k+1,a,n) = Df'(k,a,n)U{a" \7:r € Df(k,a,n)}U
{rns:r,s€ Df'(k,a,n)} U{Proj(a,r,n) :r € Df'(k,a,n+1)}.
(¢) Df(a,n) = U Df'(k,a,n).
kew

Lema 7.1.1. Sir,s € Df(a,n), entonces a™ \r € Df(a,n) yrNs € Df(a,n).
Sir e Df(a,n+ 1), entonces Proj(a,r,n) € Df(a,n).

Lema 7.1.2. Sea ¢(xo,...,2n—1) una férmula cuyas variables libres figuren
entre xg,...,Tn—1. Entonces,
Va[{s € a™ : p*(s(0),...,s(n — 1))} € Df(a,n)]. (7.1)

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre comp(¢).

Si ¢ es x; € xj,4,j < n, entonces (7.1) es consecuencia del hecho que
Diage(a,n,4,j) € Df(a,n). Andlogamente, si ¢ es z; = x;, (7.1) vale pues
Diag—(a,n,i,j7) € Df(a,n).

Supongamos ahora que (7.1) vale para toda férmula de grado de complejidad
inferior a ¢.

Si ¢ =) 6 ¢ = (¢ An), por la hipotesis inductiva, (7.1) vale para 1 y para
7, y en consecuencia, también vale para ¢, pues D f(a,n) es un subconjunto de
P(a™) cerrado por complementos e intersecciones.

Si ¢ = Jy1p, como y no es variable libre en ¢, se tiene que y ¢ {zg,...,zn_1}.
Si y no es variable libre de 1, entonces ¢ y 1 son equivalentes, y por la hipo-
tesis inductiva, (7.1) vale para ¢. Si por el contrario, y es libre en 1, podemos
renombrar y por z,,. Luego, r = {t € a1 : 2(¢(0),...,t(n))} € Df(a,n + 1),
y podemos afirmar que Proj(a,r,n) € Df(a,n). Pero

Proj(a,r,n) ={s€a”:3tecr(t)l,=s)}=

{s€a”™:3be€arp(s(0),...,s(n—1),b)} ={s €a™: ¢*(s(0),...,s(n—1))},

por lo que podemos concluir que (7.1) vale para ¢. O

Nos proponemos ahora probar que para todo conjunto a y n € w, Df(a,n)
es un conjunto numerable. Para eso definiremos para m € w los conjuntos
E(m,a,n) del modo siguiente:

(a) Sim=2"-37 ei,j <n, entonces E(m,a,n) = Diage(a,n,i,j).
(b) Sim=2¢-37-5ei,j <n, entonces E(m,a,n) = Diag—(a,n,i, 7).
¢) Sim =2¢.37.52 entonces E(m,a,n) =a" \ E(i,a,n).

d) Sim=2%-37.53 entonces E(m,a,n) = E(i,a,n) N E(j,a,n).

(e) Sim =2%-37-5% entonces E(m,a,n) = Proj(a, E(i,a,n +1),n).
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(f) Sim no es de la forma especificada en alguno de los incisos (a)-(e), entonces
E(m,a,n) = 0.
Lema 7.1.3. Para todo conjunto a y todo n € w,
Df(a,n) ={E(m,a,n):m € w}.
Demostracion. (a) Vn € w(E(m,a,n) € Df(a,n)), para todo m € w.

Haremos la demostracién por induccién sobre m.

En efecto, F(0,a,n) =0 € Df(a,n), pues Df(a,n) es cerrado por comple-
mentos y por interseccién. Supongamos que para k € w, ¥Yn € w(E(k,a,n) €
Df(a,n)). Entonces,

(1) Sik+1==2-37 ei,j <n, entonces E(k+ 1,a,n) = Diage(a,n,i,j) €
Df(a,n).

(2) Sik+1=2-3-5¢i,j <mn, entonces E(m,a,n) = Diag—(a,n,i,j) €
Df(a,n).

(3) Si k+1=2".3/.5% entonces E(k + 1,a,n) = E(i,a,n) N E(j,a,n) €
Df(a,n), por la hipdtsesis inductiva y dado que D f(a,n) es cerrado por
intersecciones.

(4) Sik+1=2"-37.5% entonces
E(k+1,a,n) = Proj(a, E(i,a,n 4+ 1),n).

Como, por la hipétesis inductiva E(i,a,n+1) € Df(a,n+ 1), resulta que
Proj(a,E(i,a,n+1),n) € Df(a,n).

(5) Simno es delaforma especificada en alguno de los incisos (a)-(e), entonces
E(m,a,n) =0¢ Df(a,n).

Hemos completado asi la demostracion de (a).

(b) Vn € w(Df(a,n) C {E(m,a,n):m € w}).

Bastara probar que ¥Yn € w(Df'(k,a,n) C {E(m,a,n) : m € w}) para todo
k € w, lo que haremos por induccién en k . Para k = 0:
¥ € w(Df'(0,a,n) = {Diage(a,n,i,j) : i, j < n}U{Diag_(a,n,i,j) : i,j < n} C
{E(m,a,n) :m € w}).

Si Vn € w(Df'(k,a,n) C {E(m,a,n) : m € w}), como {E(m,a,n): m € w} es
cerrado por complementos, intersecciones y proyecciones, también contendra a
Df'(k+1,a,n) para todo n € w. O

Corolario 7.1.4. Df(a,n) es numerable y la funcion m — E(m,a,n) de w
sobre Df(a,n) es una enumeracion efectiva.
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7.2. Conjuntos definibles por ordinales

Informalmente, un conjunto a se dice definible por ordinales si se lo puede
definir por medio de una lista finita de ordinales. Esto es, si existe una lista finita
de ordinales ay, ..., a, y una formula ¢(yi, ..., y,,x) tal que

d(ag,...,an,x) < x =a.

Observemos que cada ordinal es definible por ordinales. En efecto, sea ¢(y1, )
la formula atémica y; = x. Si « es un ordinal, vale que ¢(a, ) > a = z.

Veamos como se puede definir la clase de los conjuntos definibles por ordi-
nales en ZF T, esto es,considerndo que el universo e la teoria de conjuntos es la
clase V de los conjuntos regulares.

Comencemos por observar que a es definible por ordinales si lo es respecto
a una clase Vg, con (3 suficientemente grande:

Si existe 8 > max(aq,...,a,,rg(a)) tal que

Ve € Va(p(ar,...,an,x) <z =a)'?. (7.2)

En efecto, si a es definible por ordinales tenemos que

Ve(p(ag,...,an,x) & = a),
para algunos ordinales ay, ..., a, y alguna formula ¢(y1, ..., yn,x). Por el Teo-
rema 6.3.2, existe 8 > maz(aq,...,an,rg(a)) tal que ¢ es Vz-absoluta. Luego,

(7.2) se satisface.
Por otro lado, si se cumple (7.2), entonces a es definible por ordinales en el
universo V por aq,...,q, y B.

Definicion 7.2.1. Dor es la clase de todos los conjuntos a tales que:
38 > rg(a)Inds € p"3r € Df(Vg,n+1)

Ve e Vg(s'<z >er &z =a),

donde s" < x > denota la funcion t: n+ 1 — V3 tal que t(i) = s(i), 0 < i < n—1,
t(n) =x.

La definicion de la clase Dor tiene sentido en ZF T y vamos a ver que coincide
con la clase de los conjuntos definibles por ordinales.

Teorema 7.2.1. Para cada formula ¢(zo,...,2Tn_1,) se tiene que

Jag ... Jap_1[(Vxd(ag, ..., an_1,2) <> 2 = a) = Dor(a)]. (7.3)

Demostracion. Fijemos «q,...,q,—1 y @ y supongamos que

Vad(ag, ..., Qn_1,T) <> = a.
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Por el Teorema 6.3.2 podemos fijar § > max(«ag,...,a,—1,7g(a)) de modo tal
que ¢ sea Vg-absoluta.

Sear = {< Yo, Un-1,2 >€ V5" 1 (v, Yn_1,2)} ¥
s=<ag,...,0,_1 >€ " Entonces, Vo € V3(s"< & >€r <>z = a).

Pero por ser ¢ Vg-absoluta, resulta

r= {< Yo,y Yn—-1,T >€ Vﬁn+1 : ¢Vﬁ(y07' .. 7yn—17x)}-

Luego, por el Lema 7.1.2, r € D f(V3,n+1). Por lo tanto, a estd en Dor. [

El teorema anterior nos dice que todo conjunto a definible por ordinales en
el sentido intuitivo, esto es, existe una formula ¢ con n + 1 variables libres tal
que Vx(éd(ag, ..., Qn_1,T) <> & = a), pertenece a Dor.

Vamos a probar la reciproca, para lo que daremos una férmula ¢ que nos
servird para todos los conjuntos en Dor:

Va(Dor(a) = JavVz(p(a,z) < = = a))

Esta es una especie de “forma normal”. De hecho, ¢ definird una “funciéon”
de Ord en Dor.

Los lectores que estén familiarizados con la teoria de funciones recursivas,
notaran la similitud con la indexaccion de las maquinas de Turing (en este caso
w debe ser sustituido por Ord) y la forma normal de Kleene.

Observemos que por la Definicion 7.2.1, a cada conjunto a en la clase Dor
le corresponde un ntmero finito de ordinales: n, los n ordinales presentes en
la n-upla s, 8 de la definiciéon, junto con el m que caracteriza a la relacion
r € Df(a,n+ 1): r = E(m,a,n) para algin m € w.

Luego, podemos indexar los conjuntos de la clase Dor por listas finitas de
ordinales, esto es, elementos de Ord<* =“ |J Ord™".

new

El primer paso serd ver que podemos, a su vez, indexar los elementos de
Ord=* por Ord.
Si s,t € Ord<*“, escribiremos s <t si, y solo si:

(i) [max(img(s)) < max(img(t))] V
(i) [(maz(img(s)) = maz(img(t))) A ((dom(s) C dom(t)))]V

(iii) [(max(img(s)) = max(img(t))) A (dom(s) = dom(t)) A
(Fk € dom(s)((s|r = t|x) A s(k) < t(k)))]

Se verifica facilmente que dados s,t,u en Ord<>, (s £t) — ((s<t) V (t<s)) y
((s<at) A (t<u)) = (s<u).

Sea a un conjunto cuyos elementos estan en Ord<“. Entonces, (a, <) es un
conjunto bien ordenado, donde s <t significa “s<tV s = t’. Es claro que «
es un orden sobre a. Sea b C a,b # (). Veamos que b tiene primer elemento:
{max(img(s)) : s € b} es un conjunto no vacio de ordinales, y por lo tanto tiene
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primer elemento . El conjunto {n € dom(s) : s € b A max(img(s)) = v} es un
subconjunto no vacio de w y tiene primer elemento p.

Sea ¢ = {s € b: max(img(s)) = yAdom(s) = p}. Para cada i € p, definamos
t(4) inductivamente como sigue:

(i) t(0) = min{s(0):s€c}, 0<i€p,

(1) t(i) = min{s(i) : s € c A s(j) = t(j), para j € i}.

Es claro que t € by que t < s para todo s € b.
Para cada s € Ord<¥, la secci6n inicial Ords® = {t € Ord<“ : t<s} es un
conjunto. En efecto, si f = maxz{img(s)}, entonces

Ords* C (Be 1)~ = [ J(Ba1)"

new

que es un conjunto. Luego, para todo s € Ord<¥, Ords“ es un conjunto bien
ordenado, y por lo tanto existe un tnico ordinal « tal que Ords¥ ~ a.

La formula “« es un ordinal isomorfo a la seccion inicial Ord<® ” define una
relacion funcional H(s) = a, “H: Ord<* — Ord".

Se tiene que s<t siy solo si H(s) < H(t). En efecto, si s<t, entonces Ord<®
es una seccion inicial de Ord;*. Luego H(s) es isomorfo a una seccion inicial
de H(t), y por lo tanto, H(s) < H(t). Por otro lado, si H(s) < H(t), no puede
ser que t 4 s y por lo tanto debe ser s<t.

Podemos definir la relacién funcional inversa de H, J, por la formula J(a) =
s si, y solo si, H(s) = a, que esta definida sobre la clase “imagen ” H(Ord<%).

En realidad H es "sobre", esto es H(Ord<“) = Ord. Para verlo, observemos
primero que “H(Ord<¥)” es decreciente en Ord. Sea § < H(s) y sea f el
isomorfismo f: Ords<¥ — H(s). Por la clausula (iii) de la Observacion 3.2.1
existe ¢t € OrdsY tal que 8 = H(t), lo que muestra que si « estd en H(Ord<%),
también estén todos los 8 € «a. Esto implica que si hubiese un v que no esté en
H(Ord<¥), entonces deberfa estar H(Ord<*¥) C . Como la restricion de H a
los ordinales es inyectiva, esto implicaria que hay una "funcién inyectiva"de los
ordinales en un conjunto, lo que es imposible por el Lema 4.4.1. Luego J es una
"funci6 inyectiva” de Ord sobre H(Ord<*).

Vamos a definir ahora una “funcién sobreyectiva” K: Ord<¥ — Dor.

Si s en Ord<® es de la forma t"< B8,n,m >, n,m € w, t € B~%, domt =n
y para algin (@nico) a € V3(t" < ¢ >€ E(m,V3,n + 1) <> = = a), definimos
K(s) = a. Si s no es de la forma indicada, ponemos K (s) = 0.

De la expresion (?7?) resulta que K es una “funcion” con dominio Ord<“ e
imagen contenida en Dor. Ademas, como E(_,Vz,n+1): w — Df(Vz,n+1)
es sobreyectiva y () estd en Dor (pues todos los ordinales estén), resulta que

para todo conunto a en la clase Dor existe s en Ord<%) tal que a = K (s).
Consideremos, ahora, la composicién

J K
On —— On~* = Dor
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Si I = KJ, I es una "funcién"de Ord sobre Dor. Si I(«) = a, diremos que
a es un indice de a. Todo a en Dor tiene un indice (al menos uno, por ejemplo
() tiene infinitos).

Sea (s, t) la formula Ord(s) A (t = I(s)). Entonces,

Vy(Dor(y) — (3a(Ord(a) ANVz(¢(z, o) = = = a)). (7.4)

Esto prueba que todo conjunto en la clase Dor es definible por ordinales en
el sentido informal dado al comienzo de esta Seccion.

Entonces teniendo en cuenta el Teorema 7.2.1 tenemos el resultado siguiente,
que muestra que hemos podido formalzar la nocion de conjunto definible por
ordinales en ZFT:

Teorema 7.2.2. Dor es la clase de los conjuntos definibles por ordinales.

Nuestro préoximo objetivo serd utilizar los conjuntos definibles por ordinales
para definir una subclase de V que satisfaga la relativizaciéon de los axiomas
ZFCT.

Lema 7.2.3. Si w,z,w estin en Dor, entonces
(1) {w,z} € Dor.
(11) Uw € Dor y P(w) € Dor.

Demostracion. (1) Sean w = I(ay), z = I(az) y sea a = {w, z} y sea ¢(y1, y2, )
la férmula:

Ord(y1) A Ord(y2) A (x = {I(y1), I(y2)})-

Entonces, Va(é(ay, az, x) <> = a), lo que prueba que {w, z} € Dor.
(11)Se prueba anédlogamente a (i), tomando como ¢(x,y)

Ord(y) A (z = UI(y))

Ord(y) A (x =P(I(y)))

respectivamente. O

Como no es posible probar que Dor sea transitiva, vamos a considerar la clase
de los conjuntos hereditariamente definibles por ordinales, que denotare-
mos H Dor, formada por los conjuntos de Dor tales que su clausura transitiva
esta contenida en Dor:

HDor = {a: Dor(a) ANVz(x € Tr(a) — Dor(z)}. (7.5)

Lema 7.2.4. “Ord C HDor C Dor” y HDor es una clase transitiva.
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Demostracion. Sea a un ordinal. Sabemos que a € Dor. Como Tr(a) = a'y
B € a implica 8 € Ord C Dor, resulta que Tr(«) C Dor. Luego, Ord C H Dor.
Es obvio que HDor C Dor. Veamos ahora que HDor es transitiva. Sea x €
HDor ey € z. Como y € « C Tr(x) y Tr(y) € Tr(z) C Dor, resulta que
y € Dor y Tr(y) C HDor, lo que significa que y € HDor. O

Lema 7.2.5. Para todo conjunto a, si a € Dor y a C HDor, entonces a €
HDor.

Demostracion. Resulta de observar que, para todo a, Tr(a) = aU |J Tr(z). O

rEa

Lema 7.2.6. Para todo o, V, " HDor € HDor.

Demostracion. Como V, N HDor C HDor, por el lema anterior basta ver que
Vo M HDor € Dor. Sea ¢(y, x) la formula

Ord(y) A (x =V, N HDor).
Luego, Vz (¢ (o, z) +» 2 = Vo,NH Dor), y por lo tanto, V,NHDor € Dor. O

Teorema 7.2.7. HDor satisface todos los aziomas de ZFCT.

Demostracion. El Axioma de Extensionalidad se cumple pues HDor es una
clase transitiva (Teorema 6.1.1).

Veamos que se cumple el Axioma de Especificacién. Para ello debemos ver
que dada una formula ¢(y,z1,...,2x,) se tiene que para todo z,y,z1,..., 2k
en HDor, el conjunto ¢ = {y € = : p(y, z1,...,2r) 2P} esta en HDor. La
transitividad de H Dor asegura que todos los elementos de ¢ estdn en HDor.
Luego por el Lema 7.2.5 para probar que c¢ estd en H Dor falta ver que c esté
en Dor. Sea ¢(w,, ..., wg,x) la formula

Ord(wo) A -+ A Ord(wy) A (x = {t € I(wo) : p(t, I(wy),..., I(wy))TP}),
y sean y = I(ag), 21 = I(a1),. .., 2 = I(ag). Entonces
d(ag, a1, ..., qp,x) & x =c,

y por el Teorema 7.2.1, ¢ € HDor.
Que el Axioma del Conjunto Vacio se satisface resulta del Lema 7.2.4.
Para ver que se cumple el Axioma de la Union, veremos que

Va(HDor(a) — HDor(Ua).

Sea b = Ua. Como por el Lema 7.2.3 b esta en Dor, basta verificar que b C H Dor.
Sea x € b. Existe y € a tal que x € y. Como a € HDor, y € Tr(a) C HDor, y
como HDor es transitiva, x € HDor. Por lo tanto, b C HDor.

Para probar el Axioma del Conjunto Potencia basta mostrar que para todo
a en HDor, P(a) N HDor € HDor. Sea « > rg(P(a). Entonces teniendo en
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cuenta el Lema 7.2.6 se tiene que P(a) C Vog1 N HDor € HDor, y por el
Axioma de Especificacién relativo a H Dor,

P(a)NHDor = {x € Vog1 N HDor : x C a} € HDor.

Para probar el Axioma (Esquema) de Sustitucion, sea ¢(x,y) una férmula
y a un conjunto en H Dor tal que se satisfaga

Vz((x € a) — 3ly(HDor(y) A o(z,y)HPor.
Por el Axioma de Sustitucion valido en V), existe el conjunto
b={y: (HDor(y) A 3z € ap(z,y)"P")}.

Debemos probar que b estd en HDor. Sea o > sup{rg(y)}yec». Entonces b C
Vo N HDor € HDor y por el Axioma de Especificacién relativo a HDor,

b={yeVo,NHDor:yecb} € HDor.

Observemos que necesitamos el Axioma de Especificacion relativo para probar
que el Axioma de Sustitucion se satisface. Por eso debimos probar primero que
se satisface el Axioma de Especificacién. Es claro que si pudiésemos probar
directamente la validez del Axioma de Separacién, no haria falta probar que
se satisface el Axioma de Especificacién. Por otro lado, una vez probado que se
sartisface el Axioma de Separacion, sabemos que también se satisface el Axioma
del Par.

El Axioma del Infinito se satisface porque w € Ord C HDor.

El Axioma de Regularidad se satisface porque HDor C V.

Vimos entonces que la clase H Dor satisface los axiomas ZF .

Veamos que también se satisface el Axioma de Eleccion (relativo a H Dor).
Como H Dor es transitiva y satisface los axiomas de especificacion, del par y de
la unién, si a y r son conjuntos en H Dor y r es un buen orden sobre a, entonces
por el Teorema 6.1.7 (r es un buen orden sobre a)®P°" es verdadero. Luego,
basta probar que para todo a € HDor existe r € HDor que es un buen orden
sobre a.

Sea a = I(«) € HDor. Como a C Dor, podemos bien ordenar los elementos
de a por medio de los menores de sus indices:

r={(s,t) €axa:3(s =1 NVn <t #I(n)}. (7.6)

Es facil verificar que r define un buen orden sobre a (ver el Ejercicio 7.3.1).
Sea

r(y) = {{s,t) € I(y) x I(y) : (s = 1(§) AV <&t # 1(n)}
y sea ¢(y, z) la formula Ord(y) A x = r(y). Si a = I(«a), entonces
ola,z) &z =r.

Luego por el Teorema 7.2.1, r € Dor y como r C a x a C HDor, por el
Lema 7.2.5 resulta que r estd en H Dor. O

Corolario 7.2.8 (Godel). Si ZFt es consistente, también lo es ZFCt.
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7.3. Ejercicios

Ejercicio 7.3.1. Probar que la relacion r definida sobre a por (7.6) es un buen
orden. Pista: Recordar que los elementos de a son de la forma I(§) para algin
ordinal &.

El siguiente ejercicio aclarara algunos de los argumentos usados en la demos-
tracion del Teorema 7.2.7.

Ejercicio 7.3.2. Sea C una clase transitiva que satisface el Azioma de Especi-
ficacion y la siguiente condicion:

Ve(z C C — I y((C(y) ANz Cy))). (7.7)

Probar que C satisface los Axiomas de ZF menos el Azioma del Infinito.

Ejercicio 7.3.3. Dar un ejemplo de una clase transitiva C que satisfaga el
Azioma de Especificacion y (7.7) pero no satisfaga el Azioma del Infinito.



