Topologia Algebraica
Primer Cuatrimestre 2003
Practica Tres
Homologia Singular y Aplicaciones

(1) Sea X espacio topoldgico y { X} familia de componentes arco conexas de X. Probar que Hy,(X) =

(2) Probar que si i : A — X es un retracto entonces i, : H,(A) — H,(X) es seccién. Mads atn,
H,(X)~ H,(A)® H,(X,A).

(3) Sea A un subespacio de X. Probar que Hy(X, A) = 0siy sélo si A interseca todas las componentes
arco conexas de X.

(4) (a) Sea A C X un subespacio. Un n-ciclo relativo es un elemento o € S,(X) tal que do €
Sp—1(A) y un n-borde relativo es un elemento o € S,,(X) tal que 0 = dw+~ conw € Sy, +1(X)
y v € Sp(A). Probar que los elementos de H,, (X, A) son las clases de los n-ciclos relativos y
que la clase de un ciclo relativo o es 0 si y sdlo si ¢ es un borde relativo.
(b) Probar que el morfismo de conexién 0 : H,(X,A) — H,_1(A) de la sucesién exacta larga
de homologia relativa tiene la siguiente descripcién: Si & es la clase de un ciclo relativo en

H,(X,A), 0(7) es la clase del ciclo do en H,_1(A).

(5) Tomando como anillo base a R = Z, probar que H;(R, Q) es un grupo abeliano libre y calcular
una base.

(6) Probar que una funcién continua de pares f : (X, A) — (Y, B) induce un morfismo f, : H,(X, A) —
H,(Y,B) ¥n

(7) Probar que una homotopia de pares h : f ~ g : (X, A) — (Y, B) induce una homotopia ¢ : f. =~ g.
entre los complejos relativos y por lo tanto f. = g« : H,(X, A) — H,(Y, B).

(8) Sea X espacio topolégico y sean A, B C X subespacios tales que B C A. Probar que existe una
s.e. larga

. — Hy(A,B) = Hy(X,B) — Hyp (X, A) — H,_1(A,B) — ...

inducida por las inclusiones.
(9) Sea i: A — X subespacio y sea C(i) el cono de la inclusién i. Probar que H, (C(i)) = Hn(X, A).

(10) Sea {X;} una familia de espacios topolégicos y sea x; € X; tal que (Xj,z;) es un par bueno para
todo 4, es decir existe un entorno abierto U; de z; tal que la inclusién del punto en el abierto es
un retracto por deformacién fuerte. Si X =/, X; es la unién de los espacios, identificando todos
los puntos bases x;, probar que H,(X) = @;H,(X;).

(11) Calcular ﬁIn(\/ S*).
€A

(12) Sea Y un espacio contréctil y sea y € Y. Probar que H,(X x Y, X x {y}) = 0 para todo espacio
X.

(13) Sea X un espacio topoldgico y sea p € S™. Probar que
Hy(X x 8™, X x {p}) ~ Hy_pn(X)

y que
Hy(X x S") ~ Hyp(X) & Hy(X)

(Sugerencia: usar ejercicio anterior e induccién en n).



(14) Calcular Hq(S™ x S™) y Hy(T™), donde T™ es el toro n-dimensional.
(15) Sean z1,...,zy, puntos de R™. Calcular Hy(R" — {z1,...,2mn}).

(16) Sean U C R™ y V C R™ abiertos no vacios. Probar que si U y V son homeomorfos, entonces
n=m.

(17) Dado un espacio X, definimos la suspensién XX como el espacio que se obtiene del cilindro X x I
identificando todos los puntos (x,1) de la tapa en uno solo y todos los puntos (z,0) de la base en
otro punto. Notar que la suspension se obtiene del cono C' X identificando todos los puntos de la
base. Probar que H,(X) ~ H,,1(XX)

(18) Dada f : 8™ — S™, el morfismo f, : H,(S™) — H,(S™) es un endomorfismo de Z y por lo tanto
tiene la forma f.(m) = a.m para algin a € Z (que depende sélo de f). Se define el grado de f
como deg(f) = a. Probar que

(a) deg(1sn) = 1.

Sl f no es suryectiva entonces deg(f) = 0.
~ g entonces deg(f) = deg(g).

deg(fg) = deg([).deg(g).

Si f es equivalencia homotépica entonces deg(f) =1 o deg(f) = —1.

Si f es una reflexion ( es decir f(z1,...,2n41) = (T1,..., —Ti,...,Tny1)) entonces deg(f) =

—1.
(g) Si f(x) = —x entonces deg(f) = (—1)"+1.
(h) Si f no tiene puntos fijos entonces deg(f) = (—1)"*1.

(b)
(c) si
(d)
()
(f)

(19) Sea X un abierto de R™. Probar que toda funcién f : X — R”™ continua e inyectiva es abierta.
(Sugerencia: teorema de separacién de Jordan).

(20) Sea X un abierto no vacio de R™. Probar que si existe una funcién continua f : X — R™ continua
e inyectiva, entonces m > n.



