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Practica Dos
Poliedros, Subdivisiones, Grupoide de Aristas y Grafos.

(1) Sea X un conjunto y U = {U;} una coleccién de subconjuntos de X. El nervio de U es el complejo
simplicial K(U) cuyos simplices son los subconjuntos finitos no vacios de U, s = {U;,,..., U, }
tales que (U # 0.

(a) Probar que efectivamente K (U) es un complejo simplicial.

(b) Sea K complejo simplicial y sea U = {st v|v € K} cubrimiento abierto de |K|. Probar que
la funcién que le asigna a cada vértice v de K el abierto st v de |K| induce un isomorfismo
simplicial K = K (U).

(2) Sea U un cubrimiento por abiertos de un espacio topoldgico X y sea K (U) su nervio. Una funcién
continua f : X — |K(U)| se dice canénica si f~!(st U) C U para todo U del cubrimiento U.
Probar que:

(a) Si U es un cubrimiento localmente finito de X, existe una biyeccién entre las funciones
candnicas X — |K(U)| y las particiones de la unidad subordinadas a U.

(b) Si U es cubrimiento localmente finito de X, entonces todas las funciones canénicas X —
| K (U)| son homotédpicas.

(3) Un espacio topolégico X tiene dimensién < n si todo cubrimiento abierto de X admite un
refinamiento abierto cuyo nervio es un complejo simplicial de dimensién < n. Decimos que
dim X =nsidim X <nydim X £n. Probar que:

(a) Si A C X es cerrado entonces dim A < dim X.

(b) Si K complejo simplicial finito y dim K < n entonces dim |K| < n.

(c) Si s es un n-simplex, entonces dim |s| = n.

(d) Si X es espacio paracompacto y dim X < n, entonces toda funcién continua f : X — S™ es
nullhomotépica para m > n.

(4) Sea X un espacio métrico compacto y sea C el espacio de funciones continuas f : X — R?"*! con
la métrica:

d(f,9) = sup{||f(z) — g()[| [+ € X}

Probar que:
(a) C es espacio métrico completo.
(b) Para todo m € N, el subconjunto

C = {f € C | diam(f'(2)) < % v 2 € RPH)

es abierto en C.

(c) N Cym es el conjunto de homeomorfismos de X en R?*+1,

(d) Sidim X <mn, entonces Cy, es denso en C' para todo m. Deducir que, en este caso, X puede
ser inmerso en R2"*1,

(5) Probar que si (X, A) es par poliédrico entonces la inclusién i : A — X es una cofibracion.

(6) Sea X un espacio n-conexo, es decir que toda f : S™ — X continua es nullhomotépica para
todo m < n. Sea K complejo simplicial y K™ su n-esqueleto. Probar que toda funcién continua
g :|K| — X es homotépica a alguna que manda todo K™ a un punto.

(7) Probar que un poliedro es contractil si y sélo si es n-conexo para todo n.

(8) Una pseudavariedad n-dimensional es un complejo simplicial K que cumple lo siguiente:
(i) K es homogéneamente n-dimensional, es decir, todo simplex de K es cara de algin n-simplex.
(ii) Todo (n — 1)-simplex de K es cara de a lo sumo dos n-simplices.



(iii) Para todo par de m-simplices s, s’, existe una sucesién finita s = sg, $1,...,8. = s’ de n-
simplices tales que s; y s;41 tienen una (n — 1)-cara en comin para todo i.

El borde de una pseudovariedad de dimensién n es el subcomplejo K generado por los (n — 1)-
simplices que son caras de exactamente un n-simplex de K. Si K es vacia decimos que K es un
pseudovariedad sin borde.

Probar lo siguiente:

(a) Un n-simplex s es una pseudovariedad n-dimensional y su borde (como pseudovariedad) es
8.

(b) El borde de una pseudovariedad finita de dimensién 1 es vacio 6 tiene exactamente dos
vértices.

(9) Probar el teorema de Van Kampen para complejos simpliciales: Sea K complejo simplicial conexo
y sean L1, Lo C K subcomplejos conexos tales que L; N Lo es un subcomplejo conexo no vacio
y L1 U Ly = Ky sea v un vértice de L1 N Ly. Entonces el grupo de caminos de aristas E(K,v)
es isomorfo al grupo que se obtiene cocientando el producto libre E(L1,v) con E(Lg,v) por el
subgrupo normal generado por los elementos de la forma i.(1)j«(¢))~! para v € E(Ly N Lo, )
(donde i: Ly N Ly — Ly y j: LiN Ly — Ly son las inclusiones).

(10) Sea (X, ) un espacio punteado (es decir, z € X). Probar que existe un poliedro punteado (Y,y) y
una funcién continua f : Y — X con f(y) = x tal que f, : m(Y,y) — 71 (X, ) es un isomorfismo.

(11) Un grafo es un complejo simplicial de dimensién 1 y un drbol es un grafo simplemente conexo.
Probar que:
(a) Un grafo es un arbol si y sélo si es contréctil.
(b) Si K es un complejo simplicial conexo entonces K contiene arboles maximales y todo &rbol
maximal contiene todos los vértices de K.



