Topologia Algebraica — Edicién 2005
Practica Cuatro

Grupos de Homotopia — Segunda Parte

1. Probar que (X, A) es un par n-conexo si y sélo si la inclusién i : A — X es una n-equivalencia.

2. Seaxpe BCACX

a) Probar que existe un morfismo 0 : m,(X, A, x9) — m—1(A, B, xg) inducido por las restric-
ciones de las funciones f : (I, 0I", J" 1) — (X, A, 2¢) a "L

b) Probar que el morfismo 0 induce una sucesién exacta

. — mp(A4, B, ) LN (X, B, xo) ELN (X, A, xp) s, Tn-1(4, B, z9) — ... = m (X, A, x0),
donde i : (A,B) — (X,B) y j:(X,B) — (X, A) son las inclusiones.

3. Sea X un espacio arco conexoy CX el cono de X. Probar que la inclusién de X en el cono induce
isomofismos 7, (CX, X, x9) = m,—1(X, z¢) para todo n > 1.

CW-Complejos — Segunda Parte

1. Si (X, z0), (Y, y0) son espacios punteados, el producto smash se define como
XAY =X xY/XVY

donde la unién en un punto X VY es considerada como el subespacio de X x Y formado por
los puntos de la forma (z,y0) y (x0,y). Notar que si X e Y son CW-complejos, entonces X AY
es un CW-complejo (si uno de los dos es localmente finito se toma la topologia producto. Si no
se le impone a X AY la topologia débil inducida). Sea X un CW-complejo n-conexo e Y un
CW-complejo m-conexo. Probar que X AY es un CW-complejo (n + m + 1)-conexo.

2. Recordar que la suspensién (reducida) de un espacio punteado (X, o) se obtiene del cilindro X x I
identificando las dos tapas y todos los puntos (xg,t) en un mismo punto. Notar que la suspensién
(reducida) X es homeomorfa al producto smash S A X. Deducir del ejercicio anterior que si X
es un CW-complejo n-conexo entonces £X es un CW-complejo (n + 1)-conexo.

3. Sea X un CW-complejo n-conexo e Y un CW-complejo m-conexo y supongamos que X o Y es
localmente finito. Probar que las inclusiones i : X — X VY, j:Y — X VY inducen isomorfismos

(7’*7]*) : ﬂ-T(Xa 1:0) @ WT(Yv yU) - TI'T(X \ Y) *)

para 2 < r < n + m. (Sugerencia: (X x Y)’(“;C”;r)l =XVY).

4. Deducir del ejercicio anterior que
ma(\/ S5, %) = @D ™S4, 50)
« [0

para n > 2 (Sugerencia: para finitos indices « se tiene el ejercicio anterior, para infinitos indices
usar que toda funcién continua f: S™ — \/ Si tiene imagen compacta).

5. Sea X un K(G,n) e Y un K(G,n — 1). Probar que existe una equivalencia débil f: Y — QX.

6. Sea X un espacio topolégico. Probar que existe un CW-complejo X’ y una equivalencia débil
f: X" — X. Al par (X', f) se lo llama una CW-aproximacién de X.



7.

10.

11.

Sean X,Y espacios topoldgicos y sean (X', f) e (Y’, g) CW-aproximaciones de X e Y. Probar que
si h: X — Y es continua, entonces existe un morfismo celular A’ : X’ — Y’ tal que el siguiente
diagrama homotdépicamente conmuta:

X!y

es decir, gh’ ~ hf.

. Sea X un CW-complejo que es la unién de una familia

X1 CXoCXs...

de subcomplejos tales que las inclusiones 4, : X;, — X,,+1 son nullhomotépicas. Probar que X es
contractil. Deducir que la esfera infinita S es contractil y mas generalmente, la suspensioén infini-
ta XY de cualquier CW-complejo Y es contréctil (la suspensién infinita es la unién topolégica
de todas las suspensiones iteradas de Y).

. Probar que todo CW-complejo n-dimensional y n-conexo es contréctil.

Sean X e Y CW-complejos homotépicamente equivalentes. Probar que, si X e Y no tienen celdas
de dimension n + 1, entonces sus n-esqueletos son también homotdpicamente equivalentes.

Sea f : X — Y una funcién continua entre CW-complejos arco conexos. Probar que para todo
n € N, la funcién f se puede factorizar via X — Z,, — Y donde la primera funcién induce
isomorfismos en los m; para i < n y la segunda induce isomorfismos en m; para ¢ > n + 1.



