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PrAcTICA CINCO
Homologia con coeficientes - Cohomologia - Férmula de Kiinneth - Modelos aciclicos-

1. Probar que Tor(A,Q/Z) es isomorfo al subgrupo de torsién de A. Deducir que A no tiene
torsion si y sélo si Tor(A, B) = 0 para todo B.

2. Probar que Tor(A, B) es grupo de torsién. Ademas, Tor(A, B) tiene elementos de orden n si y
sblo si A y B tienen elementos de orden n.

3. Probar que si H"(X,Q) y H"(X, Zy) son cero para todo n y todo primo p, entonces H,(X)=0
para todo n y por lo tanto H"(X; G) = 0 para todo n y todo grupo abeliano G.

4. Sea (Cy,d) complejo de cadenas tales que C,, es libre y H,,(Cy) es finitamente generado para
todo n. Probar que Hy(X,Zy,) ~ HY(X, Zy,) (aunque los isomorfismos no son naturales).

5. Probar que si B es divisible entonces Ext(A, B) = 0.

6. Sea 0 - A — B — C — 0 una sucesién exacta corta de grupos abelianos y G grupo abeliano.
Probar que se tienen sucesiones exactas:

0 — Hom(C,G) — Hom(B,G) — Hom(A, G) — Ext(C,G) — Ext(B,G) — Ext(4,G) — 0
0 — Hom(G, A) — Hom(G, B) — Hom(G,C) — Ext(G, A) — Ext(G, B) — Ext(G,C) — 0

7. Sean X,Y espacios topoldgicos. Probar que existe un isomorfismo no natural

Hp(X xY) ~ @ Hy(X; Hy(Y))
ptg=m

8. Calcular la homologfa de S* x S x 3.

9. Sea K un complejo simplicial. Un n-simplex ordenado de K es una (n + 1)-upla (vg,...,v,)
de vértices de algin simplex de K (los vértices no necesariamente distintos). Se define el
complejo de cadenas ordenado de K como el complejo (A(K),d) que en grado n es el grupo
abeliano libre generado por los n-simplices ordenados y el morfismo de borde es el usual:
d(voy ... vn) =2 (=1)"(voy - -y Uiy ooy V).

Sea C(K) el complejo de cadenas usual de K (de simplices orientados) y sea p : A(K) —
C(K) el morfismo p(vg...,vn) = [vo,...,v,] si los vértices son distintos y p(vg...,v,) =0
si no lo son. Probar, usando el teorema de modelos aciclicos aplicado a la categoria C(K)
de subcomplejos de K ordenados por inclusién, que p es una equivalencia homotépica de
complejos y por lo tanto ambos complejos tienen la misma homologia.



