ToPOLOGIA ALGEBRAICA- 2009
Notas - EJERCICIO GUIADO
Relacion entre la homologia simplicial y singular.

El objetivo de estas notas/ejercicio guiado es probar que la homologia (simplicial) de un complejo
simplicial K coincide con la homologia (singular) de su politopo |K|. En particular se tendré que la
homologia simplicial es invariante topoldgico de los poliedros (es decir, depende de la topologia del
poliedro y no de la combinatoria de su triangulacién): concretamente, dos complejos simpliciales que
triangulen el mismo espacio (o espacios homotépicamente equivalentes) tienen la misma homologia
simplicial.

Para probar esto usaremos varios resultados que ya se han visto, principalmente nos apoyaremos
en las sucesiones de Mayer-Vietoris para homologia simplicial y para homologia singular y en el lema
de los 5. Estas herramientas nos permitirdn pasar de lo local a lo global y la idea es la siguiente: el
nucleo de la demostracion serd probar el resultado para complejos simpliciales finitos y en ese caso,
mediante induccién en cantidad de simplices del complejo simplicial, usaremos Mayer-Vietoris para
separar el complejo en dos subcomplejos propios y pegar los isomorfismos en homologia de cada uno
de esos subcomplejos (que se tendran por induccién) para obtener el isomorfismo global. Hay varias
demostraciones alternativas de este resultado, en varios libros (por ejemplo el de Munkres o el de
Hatcher) usan homologia relativa y escisién, pero las herramientas e ideas son similares.

Recordemos primero la sucesién de Mayer-Vietoris para complejos simpliciales (ver practica 3): Sea
K complejo simplicial y sean L, M subcomplejos de K tales que K = L U M. Se tiene entonces una
sucesion exacta de complejos de cadenas

0— Cu(LNM)—® Cu(L)®C(M) -¥ C.(K) =0
inducido por las inclusiones L " M < L, M < K. Esto induce una sucesién exacta larga:
.— H,(LNM)— H,(L)® H,(M) - Hy(K) — Hy_1(LNM) — ...
La sucesion de Mayer-Vietoris para homologia singular de espacios topoldgicos es similar. Recorde-
mos que en ese caso se tiene un espacio X y dos subespacios A, B cuyos interiores cubren X.
Pero nosotros vamos a necesitar relacionar ambas sucesiones largas de homologia. Para eso necesi-

taremos el siguiente resultado:

Ejercicio 1. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

0 A B C 0
IR
0 A B’ c’ 0

donde las filas son sucesiones exactas de complejos de cadenas y los morfismos verticales son morfismos
de complejos. Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

> Hy(A) —— Hy(B) ——> Hy(C) —"> Hy1(A) — -

f»% o] 5 |



Comencemos entonces a definir el morfismo que inducird un isomorfismo entre la homologia sim-
plicial y la singular de un complejo simplicial K. Ese morfismo lo definiremos a nivel complejos de
cadenas. Para eso, dado un complejo simplicial K, ordenamos totalmente los vértices de K, ese orden
total de los vértices lo utilizamos también para inducir las orientaciones en los simplices de K. Recor-
demos que los simplices estandar A™ ya los tomamos (para la definicién de homologia singular) con
sus vértices totalmente ordenados: A" = [v,...v,] con vy < v < ... < VUy.

Definimos un morfismo de complejos de cadenas ¢ : Cy(K) — Si(|K|) del complejo de cadenas
simplicial de K al complejo singular de |K| de la siguiente manera: para cada n-simplex orientado
o = [wy...wy] de K le asignamos la funcién lineal @ : A" — |K| que manda cada vértice v; de A"
en el correspondiente vértice w; de |K| si wg < wy < ... < w, Notar que este morfismo depende del
orden total fijo inicial elegido para los vértices de K.

Ejercicio 2. Probar que este morfismo estd bien definido y que resulta un morfismo de complejos de
cadenas.

Para demostrar el resultado principal de estas notas para el caso finito, utilizaremos induccién en la
cantidad de simplices de K, para probar el paso inductivo tomaremos un simplex maximal ¢ de K y
veremos a K como la unién de dos subcomplejos: o (visto ahora como subcomplejode K)y L = K —o
(que resulta subcomplejo porque o es maximal), por hipétesis inductiva y utilizando Mayer-Vietoris
saldra el resultado. Pero el problema es el siguiente: en el contexto topolégico |o| y |L| cubren |K|
pero sus interiores no lo hacen y entonces no podemos utilizar M-V con esos subespacios de |K|, por
eso vamos a reemplazar |L| por un espacio mas grande que lo contenga como retracto por deformacién
fuerte y que junto con |o| satisfagan las hip6tesis de M-V:

Ejercicio 3. Sea K complejo simplicial finito y o € K un simplex mazximal. Considerar el subcomplejo
L=K-—o0.Seab € |o| el baricentro de o y & el borde de o. Probar que |L| C |K|—{b} y|o| C |o|—{b}
son retractos por deformaciones fuertes. En particular, las inclusiones inducen isomorfismos en las
homologias H.(|L|) = H.(|K| — {b}) y H.(|o]) = H.(|o| — {b}).

Comenzamos ahora con la demostracion del resultado principal para el caso finito. Probaremos,
entonces, que el morfismo ¢ definido anteriormente induce isomorfismos en las homologias para todo
complejo simplicial finito K. Lo hacemos por induccién en la cantidad ¢ de simplices de K. El caso
q = 1 es claro porque en ese caso K es un punto y el resultado vale trivialmente.

Supongamos ahora que el resultado es valido para todo complejo simplicial con menos de ¢ simplices
y sea K complejo simplicial con ¢ simplices. Tomamos ¢ un simplex maximal de K y consideramos L
como en el ejercicio anterior.

Ejercicio 4. Probar, utilizando Mayer-Vietoris, que el siguiente diagrama de complejos de cadenas
es conmutativo y que sus filas son eractas:

0 Cy (o) Ci(0) ® Ci(L) Ci(K)——0

| oo ‘|

0 —— Su(lof = {b}) —= Su(lo]) @ Su(|K| = {b}) — S.(|K|) —0
donde i : Si(|6]) — Si(|o| —{b}) y j : S«(|L]) — S«(| K| — {b}) son las inclusiones.

De esto se deduce, por Ejercicio 1, que se tiene un diagrama conmutativo de sucesiones exactas
largas:

Hy (6) ——————> Ho(0) @ H,(L) H,(K) Hy1(6) ——————> Hy1(0) @ Hur (L)

l | | i |

Hu(lo| = {b}) —— Hn(lo|) @ Ha(|K| = {b}) —— Hn(|K]) —— Hn-1(|o] = {b}) —— Hn-1(|o]) © Hn1 (K] - {b})
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Ejercicio 5. Usar hipdtesis inductiva y lema de los 5 (ver prdctica adicional 1) para concluir que
¢ : Hy(K) — Hy(|K|) es isomorfismo para todo n.

Nota: tener cuidado con la hipétesis inductiva para probar el ejercicio anterior en el caso K = o.
Ese caso se puede tratar aparte porque ya se ha calculado la homologia de los simplices (tanto a nivel
simplicial como topolégico).

Ahora, utilizando la validez del resultado para los complejos simpliciales finitos, podemos probar su
validez en general: Sea K complejo simplicial y sea n € Ny. Debemos ver que ¢ : Hy(K) — Hy(|K])
es isomorfismo. Teniendo en cuenta que toda cadena en |K| tiene imagen compacta y por lo tanto su
imagen cae dentro de un subcomplejo finito K<K , probar que:

Ejercicio 6. ¢ : H,(K) — H,(|K|) es isomorfismo. (Sugerencia: el pdrrafo anterior, la validez del
resultado para K finito y probar que es mono y epi).

Naturalidad. El isomorfismo ¢ descripto entre las homologias simpliciales y singulares es natural,
es decir: para todo morfismo simplicial f : K — L se tiene un diagrama conmutativo

Hy(K) —2 H,(L)

|k

Hn(|K[) — Hn(|L])

No probaremos este hecho en estas notas porque necesitariamos para eso utilizar el método de
modelos aciclicos (que no fue explicado atin). Sélo notar que la naturalidad de este isomorfismo es a
nivel homologia pero no a nivel complejos de cadenas (ya que el morfismo de complejos de cadenas
depende del orden total de los vértices de los complejos simpliciales en cuestién).

Ejercicio 7. Utilizando la sucesion exacta larga de homologia relativa (a nivel simplicial y singular),
lema de los 5 y el resultado principal (Ejercicio 6), probar que para todo par (K, L) donde L es un
subcomplejo de K, ¢ induce un isomorfismo ¢ : Hy (K, L) — H,(|K]|,|L|).



