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Introduccién

La teoria de NP-completitud

» Se aplica a problemas de decisién, o sea problemas que tienen
como respuesta Sl o NO (aunque es sencillo ver que sus
implicancias pueden extenderse a problemas de optimizacién).

» En el caso del problema de TSP, la variante de decisién se
podria formular como: “jexiste un circuito Hamiltoniano de
longitud menor o igual a k7"

» Un problema de decisién 7 consiste entonces de un conjunto
D, de instancias y un subconjunto Y; C D, de instancias
cuya respuesta es Sl.
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Modelos de Computadoras Maquina de Turing Deterministica

M3aquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras: DTM

Recordemos la nocién de Maquina de Turing Deterministica
(DTM)

» Consiste de un control, una cabeza lecto-escritora y una cinta
con el siguiente esquema.

—_—

76-5-4-3-2-10123456

Cabeza lecto-escritora

Cinta

> s s » . s s

» 3 finito, el alfabeto; ' = X U {x};

» @ finito, el conjunto de estados;

> go € Q, estado inicial; Qf C Q, estados finales (gsi ¥ gno para
problemas de decisién)
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Modelos de Computadoras Maquina de Turing Deterministica

M3aquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras: DTM

> Sobre la cinta tengo escrito el input que es un string de
simbolos de ¥ a partir de la celda 1, y el resto de las celdas
tiene * (blancos).

» Definimos un programa S como un conjunto de quintuplas
SCRxIMxQxTxM,donde M ={+1,—1} son los
movimientos de la cabeza a derecha o izquierda.

» Para todo par (qj, sj), existe exactamente una quintupla que
comienza con ese par (maquina deterministica).
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Maquina de Turing Deterministica
M3aquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras

Modelos de Computadoras: DTM

> ;Qué significa la quintupla (gj, sp, g, sk, +1)? Significa que si
estando en el estado q; la cabeza lee s;, entonces escribe sy,
se mueve a la derecha y pasa al estado g;.

» La complejidad de una DTM estd dada por la cantidad de
movimientos de la cabeza en funcidén del tamafo de la
entrada.

» Un problema estd en P si existe una DTM de
complejidad polinomial que lo resuelve.

» Existen otros modelos de computadoras deterministicas
(maquina de Turing con varias cintas, Random Access
Machines, etc.) pero puede probarse que son equivalentes en
términos de la polinomialidad de los problemas a la DTM.
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Maquina de Turing Deterministica
Modelos de Computadoras quina gy e iEaes

Méquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras: NDTM

Maquinas de Turing No Deterministicas (NDTM)

» No se pide unicidad de la quintupla que comienza con
cualquier par (qj, sj).

» En caso de que hubiera mas de una quintupla, la maquina se
replica continuando cada una por una rama distinta.

» Decimos que una NDTM resuelve el problema 7 si para toda
instancia de Y, existe una rama que llega a un estado final gg;
y para toda instancia en D, \ Y; ninguna rama llega a un
estado final gs;.
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Modelos de Computadoras M3aquina de Turing Deterministica

Méquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras: NDTM

» Una NDTM es polinomial para 7 cuando existe una funcién
polinomial T(n) de manera que para toda instancia de Y} de
tamafo n, alguna de las ramas termina en estado gs en a lo
sumo T (n) pasos.

» Un problema 7m € NP si existe una NDTM polinomial
que resuelve .

» Equivalentemente, un problema 7 € NP si para toda instancia
en Y;, existe un “certificado” que puede ser verificado en
tiempo polinomial. En el caso de TSP, el certificado consiste
en un circuito Hamiltoniano de longitud < k. Es facil ver que
puede verificarse en tiempo polinomial si es un circuito
Hamiltoniano y si su longitud es < k.

» Claramente, P C NP. Conjetura: P # NP.
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Maquina de Turing Deterministica
Modelos de Computadoras quina gy e iEaes

Méquina de Turing No Deterministica

Modelos de Computadoras: NDTM

» Dado un problema 7, se define su problema complemento 7
como aquel tal que Dz = D e Y= D; \ Yr.
Ejemplo: m = jEs p primo?; T = jEs p compuesto?.

» Un problema 7 € co-NP si 7 € NP.

» Claramente, P C co-NP.
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iP # NP?

Problemas NP-completos

NP-completitud

NP-completitud

|

Reduccién polinomial: Sean 7 y 7’ dos problemas de
decisién. Decimos que f : D+ — D, es una reduccién
polinomial de 7’/ en 7 si f se computa en tiempo polinomial y
para todo d € D/, d € Y < f(d) € Y. Notacién: 7/ < .

Notemos que si 7"/ ' y 7/ < 7 entonces 7" < 7, ya que la
composicién de dos reducciones polinomiales es una reduccién
polinomial.

Un problema 7 es NP-completo si:

1. m € NP.
2. Para todo ' € NP, 7’ < .

Si un problema 7 verifica la condicién 2., m es NP-Hard (es al
menos tan “dificil” como todos los problemas de NP).
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iP # NP?

NP-completitud Problemas NP-completos

iP = NP? La pregunta del millén...

» Si existe un problema en NP-c N P, entonces P=NP.

» Sim € NP-c N P, existe un algoritmo polinomial que resuelve
m, por estar w en P. Por otro lado, como 7 es NP-completo,
para todo 7/ € NP, 7’ < .

» Sea ' € NP. Apliquemos la reduccién polinomial que
transforma instancias de 7’ en instancias de 7 y luego el
algoritmo polinomial que resuelve 7. Por definicién de
reduccién polinomial, es ficil ver que lo que se obtiene es un
algoritmo polinomial que resuelve 7.

» Hasta el momento no se conoce ningtin problema en NP-c N
P, asi como tampoco se ha demostrado que un problema
esté en NP \ P. En ese caso, obviamente, se probaria que P #
NP.
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iP # NP?

Problemas NP-completos

NP-completitud

Esquema de clases

NP-c NP NP-c NP
P B
si P=NP... si P=£ENP....
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iP # NP?
Problemas NP-completos

NP-completitud

i Como se prueba que un problema es NP-completo?

El problema SAT consiste en decidir si, dada una férmula légica ¢
expresada como conjuncién de disyunciones (ej:

o =x1A(xV-x1)A(x3V -xsV x1)), existe una valuacién de sus
variables que haga verdadera .

Es facil ver que SAT € NP. El certificado en este caso seria una
valuacién que satisfaga . Evaluar una férmula es polinomial.

Teorema de Cook (1971): SAT es NP-completo.

La demostracién de Cook es directa: considera un problema
genérico m € NP y una instancia genérica d € D,.. A partir de la
hipotética NDTM que resuelve 7, genera en tiempo polinomial una
férmula légica ¢ 4 en forma normal (conjuncién de disyunciones)
tal que d € Y; si y sélo si ¢ 4 es satisfactible.
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iP # NP?
Problemas NP-completos

NP-completitud

i Como se prueba que un problema es NP-completo?

A partir del Teorema de Cook, la técnica standard para probar que
un problema 7 es NP-completo aprovecha la transitividad de <, y
consiste en lo siguiente:

1. Mostrar que 7 esta en NP.

2. Elegir un problema 7’ apropiado que se sepa que es
NP-completo.

3. Construir una reduccién polinomial f de 7’ en 7.

La segunda condicién en la definicién de problema NP-completo
sale usando la transitividad: sea 7" un problema cualquiera de NP.
Como 7" es NP-completo, 7" < 7/. Como probamos que 7’ < T,
resulta 7’ < .
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iP # NP?
Problemas NP-completos

NP-completitud

Reduccién de SAT a 3-SAT

El problema 3-SAT es una variante del problema SAT, en el cual
cada clausula tiene exactamente tres literales. Como es una
restriccion del dominio de SAT, estd en NP, y en principio es "“no
mas dificil” que SAT.

Para probar que 3-SAT es NP-completo, vamos entonces a reducir
SAT a 3-SAT.

Tomemos una instancia genérica de SAT o = Gt A -+ A Cpy.
Vamos a reemplazar cada C; por una conjuncién de disyunciones
%, donde cada disyuncién tenga tres literales, y de manera que ¢
sea satisfactible si y sélo si w1 A--- Apn, lo es.
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iP # NP?

NP-completitud Problemas NP-completos

Reduccién de SAT a 3-SAT

» Si C; tiene tres literales, queda como esta.

» (; tiene menos de tres literales, agregamos nuevas variables
como en el ejemplo:
(x1V=x2) = (x1 Vo Vy)A(x1V-xaVy)
» Si C; tiene cuatro o m3s literales, agregamos nuevas variables
como en el ejemplo:
(aV-xVx3VxV-oxs)—
(X1 V —xo V y1) VAN (—|y1 V x3 V y2) VAN (—\y2 V xq V —|X5)

Queda como ejercicio escribir formalmente la reduccién y
demostrar que es una reduccién polinomial de SAT a 3-SAT.
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