Practica 8

Optimizacién Combinatoria

8.1 Probar que en cualquier grupo de personas hay 2 que tienen la misma cantidad de
amigos dentro del grupo.

8.2 ;Es posible que haya un grupo de 7 personas tal que cada persona conozca exacta-
mente otras 3 personas del grupo?

8.3 Dado el algoritmo de Kruskal para determinar un arbol generador minimo de un
grafo G = (V, X) y una funcién i(e) : X — R

PASO 1: poner i =1,T7 ={e}, con e de longitud minima

PASO 2: mientras ? < n — 1 hacer:

PASO 3: elegir e tal que /(e) sea minima entre los que no forman circuito
con las aristas que ya estédn en T

PASO 4: poner T =T U {e}

PASO 5: poner i =1+1

a. Probar que el algoritmo de Kruskal construye un arbol generador minimo.
b. Determinar la complejidad del algoritmo de Kruskal.

c. ;Qué técnica utiliza este algoritmo?
8.4 Sea K, el grafo completo de n vértices.

a. ;Para qué valores de n, K, tiene circuito euleriano?

b. ;Hay algin K,, que tenga camino euleriano pero no circuito?

8.5 El siguiente es el grafo original en el cual Hamilton basé su juego. Encontrar un
circuito hamiltoniano en el mismo. Una versién del juego original consistia en que
uno de los jugadores elegia un camino con 5 vértices y el otro debia extender el
camino a un circuito hamiltoniano. ;Hay algiin camino simple de 5 vértices que no
pueda ser extendido a un circuito hamiltoniano?
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8.6 Decir por qué el grafo de la figura no tiene camino ni circuito hamiltoniano.

8.7 Dado un grafo G = (V, X) donde a cada arista e € X se le ha asignado una longi-
tud [(e). El problema conocido como problema del viajante de comercio consiste en
determinar el circuito hamiltoniano de longitud total minima. Analizar el siguiente
algoritmo para resolver el problema del viajante en forma aproximada:

PASO 1: Dar un grafo completo (G con longitudes asignadas a las aristas.

PASO
PASO

PASO

PASO
PASO
PASO
PASO
PASO

2:
3:

© 00 N O o

Determinar un &rbol generador minimo 7" de G.

Construir un multigrafo D(T) reemplazando cada arista de 7T por
dos aristas.

: Usar el algoritmo de Euler para determinar un circuito Euleriano

en D(T'). Suponer que el circuito queda formado por las aristas
{(xlu yl)v (IQ) ?/2), ey (:1:271—27 y?n—?)}

: Poner C « {z1} y marcar z;.

: Para 7+ 1,2n — 3 hacer

Si y; no esta marcado, marcarlo y poner C «— C U {y;}.
Poner C' — CU{z1}.

Informar C' y parar.

a. Mostrar un ejemplo en que el resultado del algoritmo anterior no sea un circuito
hamiltoniano de longitud minima.

b. Analizar la complejidad del algoritmo.

c. Probar que si [(C) es la longitud del circuito determinado por el algoritmo y I(H)
es la longitud de un circuito hamiltoniano de longitud minima y ademés en el
grafo se cumple que vale la desigualdad triangular para las distancias, entonces
[(C) <2 1(H). Comentar este resultado.
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8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

Analizar el siguiente algoritmo goloso (método del vecino mas cercano) para resolver
el problema del viajante de comercio en un grafo completo. Elegir v; un vértice
cualquiera. Poner C; = {v1}. Mientras C; no contenga todos los vértices de V/,
elegir v; 41 como el vértice mas cercano a v; y poner Cji1 = C;j U {v;q1}. Agregar
la arista entre v, y v;.

a. Mostrar que este no es un algoritmo exacto para resolver el problema del viajante
de comercio. Determinar su complejidad.
b. ;Es una buena heuristica?

c. Escribir un nuevo algoritmo para el mismo problema, que elija en primer lugar
el vértice mas lejano a vy, y después vaya eligiendo e insertando en cada paso
el vértice que alin no estd en el camino ya construido C; y que estd mas cerca
de algun vértice de Cj. ;Es este algoritmo exacto? ;Es bueno? ;Es mejor que al
anterior? jPeor?

Clases de complejidad

Mostrar que los siguientes problemas pertenecen a P:

a. Ordenar una lista de n ntimeros.
b. Chequear si un grafo es conexo.

c. Chequear si un grafo tiene un ciclo.

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas, falsas o no se sabe:
a. PC NP

b. P C co-NP

c. P= NPnN co-NP

d. P= NP = co-NP = NP

e. co-NP = NP & SAT € co-NP

f. co-NP C NP = NP = co-NP
g. co-NP C NP= P= NP

. Es cierto que si dos problemas X e Y son NP-completos entonces X <, Y, y también
Y <, X7 Justificar.

Sean X e Y dos problemas de decisién tales que X <, Y. ;Qué se puede inferir?

Si X estd en P entonces Y estd en P.

ISR

SiY estda en P entonces X estd en P.

Si Y es NP-completo entonces X también.

& e

Si X es NP-completo entonces Y también.

SiY es NP-completo y X estd en NP entonces X es NP-completo.

- @

Si X es NP-completo e Y estd en NP entonces Y es NP-completo.
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8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a. Si P = NP entonces todo problema NP-completo es polinomial.
b. Si P = NP entonces todo problema NP-hard es polinomial.

c. Las clases NP-completo y co-NP-completo son disjuntas si y solamente si P #% NP
(un problema de decisién es co-NP-completo cuando pertenece a co-NP y todo
otro problema perteneciente a co-NP es polinomialmente reducible a él).

. Qué se puede inferir del hecho de que el problema del viajante de comercio (TSP)
es NP-completo, suponiendo P # NP?:

a. No existe un algoritmo que resuelva instancias arbitrarias de TSP.
b. No existe un algoritmo que eficientemente resuelva instancias arbitrarias de TSP.

c. Existe un algoritmo que eficientemente resuelve instancias arbitrarias de TSP,
pero nadie lo ha encontrado.

d. TSP no estd en P.

e. Todos los algoritmos que resuelven TSP corren un tiempo polinomial para algunas
entradas.

f. Todos los algoritmos que resuelven TSP corren un tiempo exponencial para todas
las entradas.

a. Sea un grafo G = (V,X) y W C V. Demostrar la equivalencia de las siguientes
afirmaciones:

s V — W es un recubrimiento de arcos de G.
» IV es un conjunto independiente de G.
» W es un clique de G (el grafo complemento de G).

b. A partir del punto anterior, encontrar reducciones polinomiales entre los proble-
mas Minimo Recubrimiento de Arcos, Maximo Conjunto Independiente y Maximo
Clique.

c. ;A qué clase de complejidad pertenecen estos 3 problemas? ;Por qué?

Encontrar una reduccion polinomial del problema Circuito Hamiltoniano al prob-
lema del viajante de comercio (T'SP) (sugerencia: construir un grafo completo con
pesos en los arcos tales que el menor circuito hamiltoniano corresponda a un circuito
hamiltoniano del grafo original). Sabiendo que el primer problema es NP-completo,
iqué se puede decir del segundo?

Utilizando la NP-completitud de otro problema, demostrar que el problema Camino
minimo condicionado es NP-completo:

Entrada: un grafo G = (V, X) con un peso positivo asociado a cada eje, un par de
vértices s,t € V', un subconjunto de nodos V/ C V y un entero k > 0.

Pregunta: ;Existe un camino entre s y ¢t en G' que pasa por todos los vértices de V'
y de peso total menor o igual que k7

Mostrar que el problema de decidir si una férmula booleana tiene al menos dos
diferentes asignaciones de variables que la hacen verdadera, es
NP-completo.
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