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Prefacio

Este livro é resultado da experiéncia de varios anos ministrando um
curso de graduacao sobre programacgao nao-linear na Unicamp, para alunos de
Matematica, Matematica Aplicada e Computacao. Nao reflete apenas a vivéncia
da autora, mas também a de outros colegas, especialmente Liicio Tunes dos Santos
e José Mario Martinez.

Nossa convicgao é que a aprendizagem é o fruto exclusivo do trabalho
ativo do aluno, cabendo ao instrutor as tarefas de propor problemas desafiantes,
orientar o estudante na sua resolugao, e fornecer os elementos teéricos essenciais
para possibilitar a atividade deste. Nosso curso de Programagao nao-linear foi
estruturado com essa filosofia. Na sala de aula, o professor ocupa, como expositor,
uma pequena parte do tempo que, na sua maioria, esta dedicado a que os préprios
alunos resolvam problemas, e consultem suas duvidas com o instrutor. Com este
esquema, o instrutor deve-se colocar freqiientemente no contexto dos argumentos
dos estudantes, e nao apenas expor seus conhecimentos usando o préprio marco
conceitual.

O papel do livro-texto nesta metodologia é condensar a teoria necessaria
para a resolucao dos problemas. Fundamentalmente, o livro é para ser [ido pe-
los estudantes, mais do que exposto pelo instrutor. Imaginamos que seja lido da
maneira, as vezes ordenada, as vezes cadtica, de quem procura elementos para
resolver um problema pelo qual esta apaixonado.

Do ponto de vista de conteido, encaramos com realismo o fato de que
os conhecimentos e a capacidade operativa em Algebra Linear e Calculo de nossos
estudantes sao, geralmente, pobres. Em conseqiiéncia, o texto se desvia as vezes
da Programacao nao-linear, e parece um texto de aplicacoes de Algebra Linear
e Calculo. Esse desvio é proposital. Parece-nos que o tempo usado neste curso
estarda muito bem-justificado se dele resultar um conhecimento mais profundo e
dinamico daquelas duas matérias bésicas, cujo poder multiplicativo, em termos de
aproveitamento em outras areas da matematica aplicada, é, obviamente, enorme.
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A lista de exercicios é essencial neste curso. Ela foi elaborada ao longo
destes anos nao apenas por mim, mas também por Licio e Martinez, usando prob-
lemas classicos da literatura (Mc Cormick, Luenberger, Fletcher etc.) e inventando
novos exercicios para a estrutura peculiar do nosso ensino. Ao Lucio coube a tarefa
de colecionar as diferentes listas que circularam nos iltimos anos, juntando prob-
lemas de provas e, em geral, organizando racionalmente o material. Esses colegas
merecem todo meu agradecimento, assim como Sandra Santos, que fez os desen-
hos, e as varias turmas de alunos que, ao longo destes anos, enriqueceram nossa
proposta.



Capitulo 1

O PROBLEMA DE
PROGRAMACAO
NAO-LINEAR

Neste livro nos ocuparemos de problemas da forma

Minimizar f(x)
sujeita a x € 5, (1.1)

onde f:R"— IR e SCIR" S échamado conjunto factivel e (1.1) é a forma
genérica dos problemas de programagao nao-linear ou otimizac¢ao.

Consideramos dois tipos de solucoes deste problema:

Definicao 1.1

Um ponto x* € S € um minimizador local de f em S se e somente se existe
e >0 tal que f(x) > f(z*) para todo z € S tal que ||z — z*|| < e.
Se f(x) > f(z*) para todo = € S tal que x # x* e ||z — x*|| < &, diremos que se
trata de um minimizador local estrito em S.

Definicao 1.2

Um ponto x* € S é um minimizador global de f em S se e somente se
f(x) > f(z*) para todo x € S. Se f(x) > f(z*) para todo x € S tal que x # z*
diremos que se trata de um minimizador global estrito em S.

Em forma anéloga, definimos maximizadores locais e globais, o que fica como
exercicio para o leitor. Observemos que “Maximizar f”é equivalente a “Minimizar
— f7, razao pela qual podemos, sem perda de generalidade, falar apenas de “Min-
imizacao”ao longo do texto.
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O seguinte é um resultado fundamental relacionado com o problema de
otimizacao.

Teorema 1.1 (Bolzano-Weierstrass)
Uma fungao real continua f, definida em um conjunto fechado e limitado
S C IR", admite um minimizador global em S.

Prova: Ver, por exemplo Rey Pastor et al. [14].m
Exercicios (Revisdo de Algebra Linear e Célculo)

1.1 Sejam A € IR"*" e x € IR™. Quais das seguintes afirmagoes sao verdadeiras?
Prove ou dé um contra-exemplo:

(a) Existe z* # 0 tal que Az* = 0 se det(A) = 0;
(b) Existe 2* # 0 tal que Az* = 0 somente se det(A) = 0;
(c) Existe z* # 0 tal que Ax* = 0 se e somente se det(A) # 0.

1.2 Seja A € IR™ ™, m > n e posto A = n. Prove que A'A é nao-singular.

1.3 Seja A € IR™* ", m <n e posto A = k. Definimos os subespacos:

Nicleo de A: Nu(A) ={z € R" | Ax = 0};
Imagem de A: Im(A) ={ye R™ |3z e R"|y= Az},
Prove que:  (a) Nu(A)LIm(A%); (b) dim(Nu(A4) = n — k5 (c¢)
R" = Nu(A) @& Im(A?").

1.4 Considere as equagoes
n
Zaijxj:bi, Zzl, “ e, n—l,
i=1

ou equivalentemente, Az = b com A € R"Vx" b e R*' e x € IR", corre-
spondendo a n — 1 hiperplanos “linearmente independentes”. A interseccao desses
hiperplanos determina uma reta em IR". Podemos representar essa reta na forma

y=x+ A\

com A € IR e x, d € IR". Discuta como escolher x e d.
1.5 Encontre os autovalores e autovetores da matriz A = uu!, onde v € IR™.

1.6 Prove que os autovetores de uma matriz associados a autovalores distin-
tos sao linearmente independentes e que se a matriz é simétrica eles sao ortogonais.



1.7 Prove que os autovalores de uma matriz simétrica sao positivos se e somente
se a matriz é definida positiva.

1.8 Prove que se A é um autovalor de uma matriz A nao-singular, entdo 1/A é
um autovalor de A7,

1.9 Prove que A € IR™™ é singular se e somente se 0 é um autovalor.

1.10 Suponha que llm ¥ = a. Prove que se a > f3, entao existe M > 0 tal que

k—o0

para qualquer k > M se verifica que z¥ > f3.

1.11 Prove que se klim 2% = o e para todo k > 0, zF > 3, entdo a > S.
—00

Trocando o sinal de > por >, a afirmacao continua valida? Prove ou dé um
contra-exemplo.

1.12 Se {2*} é uma seqiiéncia convergente, entao essa seqiiéncia é limitada? A
reciproca é verdadeira?

1.13 E possivel ter uma seqiiéncia convergente tal que 22* > 0 e 22F1 < 0 para
todo k7

1.14 Prove que as funcoes abaixo sao normas:
(@) [lfloo : R" — IR, ||z[lc = Maximo |z;;
1<1<n

b
(b) |Ills : C(a,b) = R, ||f|l = / |f(z)|dx. (C(a,b) é o conjunto das fungoes

continuas [a,b] — IR.)

1.15 Considere as funcgoes f : R™ — IRP e g : IR® — IR™ com jacobianos
Jy € RP*™ e J, € IR™", respectivamente. Encontre o jacobiano da funcao
composta h : IR" — IRP, dada por h(z) = f(g(x)).

1.16 Calcule o gradiente e o hessiano das fungoes f : IR" — IR abaixo:

(a) f(z) = a'z;
(b) f(z) = 32 Az + b’z + ¢, onde A € R™™, be R", c € R;

(¢) f(x) = ( )g(x) = [lg(x)3, onde g : R" — IR™.

1.17 Sejam A € IR™ ", b € IR™. Para x € IR", definimos ¢(z) = f(Ax + b)
com f: IR™ — IR. Calcule o gradiente e o hessiano da fungao q.
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1.18 Desenhe as curvas de nivel das seguintes quadraticas:

(a) 2 —y* —z+y—1
(b) 2 + y? + 2xy;

(c) 2% +y* — wy;

(d) zy

1.19 Escreva a expansao em série de Taylor em torno do ponto z = 0 para as
seguintes fungoes:
(a) cos(x);
(b) In(x + 1);
(c) exp(z).

1.20 Discuta a geometria das curvas de nivel de uma funcao quadratica

f(z) = 32’ Az+b'z+c, onde A € IR*? simétrica, b € IR? e ¢ € IR, nos seguintes
casos:

(a) A>0;
(b) A >0 e existe = tal que Az +b = 0;
(c) A >0 e nao existe x tal que Az + b = 0;

(d) A indefinida e nao-singular.

1.21 Considere a funcao f(x,y) = xcosy + y sen x. Determine a aproximagao
linear de f em torno do ponto (0,0). Determine um limitante para o erro na regiao
[—1,1] x [-1,1].



Capitulo 2

CONDICOES DE
OTIMALIDADE PARA
MINIMIZACAO SEM
RESTRICOES

Analisaremos inicialmente o caso em que o conjunto factivel é IR™. Neste caso,
(1.1) é chamado problema de minimizagao irrestrita.

2.1 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Supomos conhecidos os seguintes resultados para fungoes de uma variavel.
R1 - Seja f: IR — IR, f € C'. Se z* é um minimizador local de f em IR, entao
F(a*) = 0.
R2 - Seja f: IR — IR, f € C?. Se * é um minimizador local de f em IR, entao
(i) f(z) =0;
(i) f"(z) > 0.

Proposicao 2.1 (Condigoes necessarias de primeira ordem)
Seja f: IR" — IR, f € C'. Se x* é um minimizador local de f em IR"™, entdo

Vf(xz*)=0.

Prova: Fixamos d € IR™ arbitrario e consideramos a funcao ¢ : IR — IR
definida por:

d(N) = f(z" + Ad).

Como z* é um minimizador local de f, resulta que A = 0 é um minimizador local
de ¢. Neste caso, por R1, concluimos que ¢'(0) = 0.

Utilizando a regra da cadeia obtemos ¢'(\) = V! f(x* + A\d)d.

Substituindo para A = 0, resulta 0 = ¢/(0) = V' f(2*)d.

Como d € IR™ é arbitrario, esta igualdade significa que V f(z*) é um vetor

11
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ortogonal a todos os vetores do espago, portanto V f(z*) = O.m

Proposigao 2.2 (Condigoes necessarias de segunda ordem)

Seja f: IR — IR, f € C?. Sex* é um minimizador local de f em IR™, entdo
(i) Vi) =0;
(ii) V2 f(z*) € semidefinida positiva.

Prova: A primeira parte da tese se segue da Proposi¢ao 2.1. Para provar
a segunda parte, consideremos ¢(\), como na Proposicao 2.1. R2 implica que
¢"(0) > 0. Usando a regra da cadeia temos ¢"(\) = d'V2f(z* + \d)d, logo,

¢"(0) = d'V2f(x*)d > 0.

Como d € IR"™ ¢ arbitrdrio obtemos que V?f(x*) é semidefinida positiva.m

Proposicao 2.3 (Condigoes suficientes de segunda ordem)
Seja f: R — IR, f € C% Sex* € R", Vf(z*) =0, e V2f(z*) > 0, entio z*

é um minimizador local estrito de f em IR™.

Prova: Seja B = {h € IR" | |h| = 1}. Consideremos a fungao I' : B — IR
dada por
['(h) = h'V2f(z*)h.

I' é uma funcao continua e B é um conjunto fechado e limitado, portanto I" atinge
um valor maximo e um valor minimo em B. Chamemos a ao valor minimo, entao

I'(h) > a > 0 para todo h € B.
Agora, consideremos d € IR", arbitrario ndo-nulo. Como d/||d|| € B, temos que
d'V2f(z*)d > a|d|]*. (2.1)
Desenvolvendo f em série de Taylor em torno de x*, temos
fla”+d) = f(z") = V' f(z")d + ;dtvzf(w*)d +o([ldlf)- (2.2)
Desde que, por hipétese, Vf(z*) =0, (2.2) implica que
f +d) = £@*) = Sl + ollldll).

Entao, para todo d tal que ||d|| é suficientemente pequeno, o primeiro termo do
membro direito da desigualdade define o sinal deste lado. Mas

a
—||d||? :
e > 0
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Portanto, para ||d|| suficientemente pequeno nao-nulo (digamos 0 < ||d|| < ¢)
fla®+d) — f(z") >0,

ou seja, f(z*+d) > f(z*). Entao, para todo = € B(z*,¢), x # x*, temos que
f(z) > f(z*). Logo, * é um minimizador local estrito de f.m

Observacao: A argumentacgao utilizada na prova da Proposicao 2.3 é essen-
cialmente diferente e mais complicada que a usada nas provas das Proposicoes 2.1
e 2.2. O Exercicio 2.6 mostra por que o argumento mais simples nao é vélido para
provar a Proposicao 2.3.

Exercicios

2.1 Sejam ¢ : IR — IR uma funcao estritamente crescente e f : IR" — IR. Prove
que minimizar f(x) é equivalente a minimizar g(f(z)).

2.2 Resolva o problema de minimizar ||[Az — b||, onde A € R™"™ ¢ b € IR™.
Considere todos os casos possiveis e interprete geometricamente.

2.3 Considere os numeros reais a; < as < --- < a,. Encontre a solugao dos
seguintes problemas:

n
(a) Minimizar Y |z — a4l;
i=1
(b) Minimizar Mdzimo {|x —a;|, i =1,...,n};
n
(¢) Minimizar » |z — ;|

i=1
n

(d) Maximizar [[|z — a4

=1

2.4 Obtenha expressoes para as derivadas primeiras e segundas da func¢ao
de Rosenbrock f(xr) = 100(xq — z%)? + (1 — x1)%  Verifique que 7 = (1,1)" é
um minimizador local. Prove que V?f(Z) é singular se e somente se xo—x? = 0.005.

2.5 Encontre os pontos estaciondarios de
f(z) =223 — 322 — 6a129(2) — 29 — 1).

Quais desses pontos sao minimizadores ou maximizadores, locais ou globais?
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2.6 Seja f(z) = (z1—23)(x1 — 123). Verifique que 7 = (0,0)" é um minimizador
local de ¢(A\) = f(T + Ad) para todo d € IR?, mas T nao ¢ minimizador local de f.

2.7 Prove que a funcao f(z) = (z2 —21)? + 2} tem um tnico ponto estaciondrio
que nao ¢ minimizador nem maximizador local.

2.8 Encontre fungoes f : IR™ — IR,n > 2, tais que Vf(Z) =0e T é
(a) maximizador local, ndo global,

(b) ponto de sela;

(¢) minimizador global.

2.9 Para aproximar uma funcdo g no intervalo [0, 1] por um polinomio de grau
< n, minimizamos a fun¢ao critério:

f(@) = [ lota) ~ pla)ds,

onde p(x) = ap + a1z + - -+ + a,z". Encontre as equagbes a serem satisfeitas
pelos coeficientes 6timos.

2.10 Considere o problema irrestrito
Minimizar f(z) = 23 — z12 + 225 — 271 + explz; + 1y]

(a) Escreva as condigoes necessarias de primeira ordem. Sao suficientes? Por
quée?
(b) O ponto T = (0,0)" é 6timo?
(c) Ache uma diregao d € IR? tal que V! f(Z)d < 0;
(d) Minimize a funcao a partir de T na diregao obtida em (c).

2.11 Seja F' : IR™ — IR"™ com derivadas continuas. Seja f : IR" — IR dada
por f(z) = ||[F(2)||*>. Seja  minimizador local de f tal que Jr(Z) é ndo-singular.
Prove que ¥ é solugao do sistema F'(x) = 0.

2.12 Considere f : R?> — IR, f(z) = (23 + x9)* + 2(z2 — 71 — 4)*. Dado um
ponto x € IR? e uma direcao 0 # d € IR?, construimos a funcao

9(A) = f(z + Ad)

(a) Obtenha uma expressao explicita para g(\);
(b) Para = (0,0)" e d = (1,1)" encontre o minimizador de g.
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2.13 Considere a fungao f(z) = (z; — 1)?x9. Considere os pontos de R? da
forma = = (1, z2)".

(a) Analise as condigbes de otimalidade de primeira e segunda ordem para esses
pontos;

(b) O que se pode afirmar sobre T utilizando essas informagoes?

(c) Use a expressao da func¢do para obter afirmagoes mais conclusivas sobre as
caracteristicas de 7.

2.14 Sejam f(z) = 32'Qr—b'z, Q € IR™ " simétrica definida positivae b € IR™.
Sejam 2°, 2!, ..., 2" € IR" e definimos ¢’ = 27 —2°, 7/ =V f(2)) -V f(z?), j=

0,1, ..., n. Prove que se os vetores {4 1 sao linearmente independentes, entao

T=a"—[6". .. 6"y .. A"V f ()
¢ minimizador global de f.

2.15 Definimos a norma de Frobenius de uma matriz A € IR™*" como

o 1/2
[AllF = (Zza?j) :
i=1j=1

Dada uma matriz A € IR"*", encontre a matriz simétrica mais préxima de A
na norma de Frobenius, isto é, encontre a matriz B € IR™ ", simétrica tal que
I|A — B||r é minima.

2.16 Seja f : IR — IR e suponha que fU(a) =0, j =0, ..., n—1e
f™(a) # 0. Sobre que condicdes o ponto = a poderd ser um minimizador de
/7 Baseado em sua resposta: f(z) = ' tem um minimo em z = 0? E f(z) = 2'%?

2.17 Se for possivel determine a e b de modo que f(x) = 23 + az? + bz tenha
um maximo local em x = 0 e um minimo local em z = 1.
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Capitulo 3

CONVEXIDADE

As proposigoes enunciadas no Capitulo 2 sao tteis para caracterizar minimizadores
locais. Reconhecer se um minimizador local também ¢é global nao é facil, a menos
que a fungao objetivo tenha caracteristicas especiais. O caso mais simples é o de
fungoes convexas.

3.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS
Definicao 3.1

Um subconjunto S C IR"™ é convexo se e somente se para todo x, y € S, X €
0, 1] se verifica que Az + (1 — Ny € S. Ver Figura 3.1.

NAO-CONVEXO CONVEXO0

Figura 3.1

Definicao 3.2
Uma funcao f definida em um convexo S € convexa se e somente se para todo

17
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x, y €S, A€ [0,1] se verifica que

fOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =) f(y).
Se para todo \ € (0,1) e x # y vale que

fOz 4+ (1 =XNy) <Af(z) + (1= A)f(y),

diremos que f € estritamente convexa. Ver Figura 3.2.

\ ' \

ESTRITAMENTE CONVEXA CONVEXA

N1

NAO-CONVEXA
Figura 3.2

3.2 FUNCOES CONVEXAS DIFERENCIAVEIS

Proposicao 3.1
Seja f € C*. Entdo, f é conveza em S convero se e somente se para todo
x, y €S se verifica

fy) > f(@)+ V' f(z)(y — ).
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flx}+ VPE{x 3 {y-x)

V3% .
~

FUNCAO CONVEXA

fly)

Fx)e T vex)

FUNGCAQ NAO-CONVEXA

Figura 3.3 - llustragéo da Proposigdo 3.1

Proposicao 3.2

Seja f € C?. Seja S C IR™ convexo tal que § nao € vazio. Entao, f € convera
se e somente se V2 f(x) >0 para todo x € S.

Proposicao 3.3

Seja f uma funcao convexa definida em S convexo. Entdo:
(i) O conjunto I' C S onde f toma seu valor minimo € convezo;
(i1) Qualquer minimizador local de f é um minimizador global de f.
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Proposicao 3.4
Seja f € C* convexa definida em S convexo. Se existe x* € S tal que para todo
y € S se verifica que

Vi f(a")(y —2*) >0,

entdo x* ¢ um minimizador global de f em S.

As provas das proposigoes desta secao podem ser encontradas em Luenberger
[11].

Exercicios
3.1 Prove que a intersec¢ao de conjuntos convexos ¢ convexa.

3.2 Prove que S = {x € R" | ||z]| < ¢, ¢ > 0}, onde ||.|| é uma norma qualquer
em IR™, é um conjunto convexo.

3.3 Verifique se as fungoes abaixo sao convexas:
(a) f(z) = maximo {g(x), h(z)} onde g e h sao fungdes convexas;

(b) t(z) = z
(c) s(x) = exp[f(@)], f: R* — RR.

3.4 Desenhe as curvas de nivel de uma funcao convexa. Justifique!

3.5 Seja S um conjunto convexo nao vazio em IR". Seja f : IR" — IR a funcao
definida por

f(y) = Minimo {|ly — |/ | € S}.
Esta fungao é convexa. Prove esta afirmacgao quando
S ={zr € R*| ax; + bry = c}.

Interprete geometicamente.



Capitulo 4

MODELO DE
ALGORITMO COM
BUSCAS DIRECIONAIS

4.1 DIRECOES DE DESCIDA

Dado = € IR", se Vf(x) # 0, sabemos, pela Proposi¢ao 2.1, que = nao
¢ um minimizador local de f em IR". Portanto, em toda vizinhanca de x existe
z € R™ tal que f(z) < f(x).

Interessa-nos caracterizar as diregoes a partir de x, nas quais é possivel achar
um ponto z € IR" que verifique f(z) < f(z).

Proposicao 4.1
Sejam f: R" — IR, f € C', x € R" tal que Vf(z) #0, d € IR" tal
que Vi f(x)d < 0. Entao existe @ > 0 tal que f(x+ad) < f(x) para todo o € (0,@].

Prova: Consideramos a fungao ¢(a) = f(z + ad). Entao ¢(0) = f(x), e
aplicando a regra da cadeia temos ¢/(0) = V' f(x)d.
Como ¢/(0) = lim 22 = ¢(0)

a—0

pequeno, o sinal de ¢/(0) e o sinal de ¢(a) — ¢(0) deve ser o mesmo.
Como V' f(z)d < 0 temos que ¢'(0) < 0 e ¢(a) — ¢(0) < 0 para 0 < a < @,
portanto f(z + ad) < f(z)m

, entao para 0 < a < @, com @ suficientemente

A Proposicao 4.1 diz que, dado d € IR" tal que V'f(x)d < 0, certamente
podemos encontrar nessa direcao pontos onde o valor da funcao seja estritamente
menor que f(x).

As diregoes d € IR™, tais que V' f(x)d < 0, sdo chamadas diregoes de descida
a partir de x. A existéncia dessas direcoes sugere um modelo geral de algoritmo

21
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para minimizar uma funcao sem restricoes.

Figura 4.1 - Ilustracio da Proposicio 4.1

4.2 MODELO DE ALGORITMO

Se z* é uma solugao de

Minimizar f(x), x € R"
e z¥ é uma estimativa de x*, tal que V f(x*) # 0; os passos para definir uma nova
estimativa z**! sdo dados pelo seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.1

Passo 1: Escolher di, € IR" tal que V' f(x¥)d) < 0.
Passo 2: (Determinacao do tamanho do passo)
Calcular N\ > 0 tal que f(x® + Mdy) < f(2F).
(Este subproblema é chamado de busca linear.)
Passo 3: Fazer 2FT' = 2 + \idy.

O processo termina se para algum valor de k, digamos kg, resulta
Vf(zk) = 0. Neste caso 2" é um ponto estaciondrio e o Passo 1 niao é mais
possivel. A condicao V f(z¥) = 0 é necessaria mas nao é suficiente para deduzir
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que z¥ é uma solucio do problema. Na verdade, este processo nos leva a detectar

“candidatos”a solucao.

Porém, ¢é mais provavel que o processo continue indefinidamente sem
verificar a condigdo V f(z*) = 0 para nenhum valor de k. Neste caso, mediante
este algoritmo, estamos gerando uma seqiiéncia infinita {2*} de pontos em IR™.
Fazem sentido entao as seguintes perguntas:

1. Existe lim z"*?

k—o00

2. Se lim 2* = z* , é possivel garantir alguma das seguintes afirmacoes?

k—oo

a) z* é uma solugao do problema;
b) z* é um ponto estaciondrio.

Daremos alguns passos na direcao de responder essas perguntas. Clara-
mente, o Algoritmo 4.1 gera uma seqiiéncia de pontos {z*} tal que a seqiiéncia de
niimeros reais associada {f(z*)} é monétona decrescente.

Agora consideremos a funcio de uma variavel f(z) = z?. O tinico mini-
mizador desta funcao é x* = 0. A seqiiéncia definida por

a¥ =14 1/k, parak > 1
pode ser gerada pelo algoritmo porque
f@ ) = 1+ 1/(k+1)* < (14 1/k)* = f(a).

No entanto,

lim 2% = 1.
k—oo

Este exemplo mostra que a resposta a pergunta (2) é negativa.
Portanto, o método deve ser modificado para evitar situagoes como esta. No
exemplo, o que parece estar acontecendo é que, apesar de haver sempre decréscimo
da funcdo, este decréscimo é pequeno demais devido a distancia entre z¢*! e ¥
que se aproxima de zero muito rapidamente.
O decréscimo pode ser muito pequeno também com distancias grandes entre

k+1 k

"7 e ¥, como vemos na Figura 4.2.
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Figura 4.2

No caso da Figura 4.2, f(y) = f(2¥) e tomando z**! arbitrariamente
préximo de y teremos f(z**1) < f(z*). Mas a diferenga entre estes valores sera
arbitrariamente pequena.

H& uma terceira situacao que pode levar-nos a obter decréscimos excessiva-
mente pequenos do valor da funcao. Com efeito, consideremos o conjunto de nivel

que passa por z*:

D= {z|f(z) = f(z")}.

Se nos limitdssemos a andar sobre I, o decréscimo da funcao seria
nulo. Assim, se a direcdo dj, é “quase’perpendicular a Vf(z*), essa direcao é
“quase”tangente a I' em z¥. Neste caso também podemos ter pouco decréscimo do
valor da funcao na direcao dj. Ilustramos na Figura 4.3 a situacao.

Figura 4.3
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4.3 ALGORITMO COM CONVERGENCIA GLOBAL

Para impedir passos que se aproximem muito rapidamente de zero pedi-

remos que
ldill > o IV £(z*)]], para todo k € IV,

onde o > 0 é uma constante.
Para impedir passos grandes com pouco decréscimo, na busca linear pedire-

mos que A\, verifique
f@® 4+ Mdy) < f(2F) + aVE f(2*)\dy, para todo k € IN,

onde a € (0,1) é uma constante. Esta condi¢ao exige que o decréscimo seja em
certo sentido proporcional ao tamanho do passo.
Observemos que, como dj, é uma direcao de descida, resulta

aV f(x®) A\edr < 0

e, portanto, essa condicao significa que queremos algo mais que simplesmente
um decréscimo no valor da fungao. Chamamos essa condi¢ao de decréscimo
suficiente, também conhecida como condi¢cao de Armijo.

B0 = F(ah + \dy)

¢'(0) = vtf(xk)dk

#(0) = f(z*) R
R
INTERVALO ADMISSiVEL:I
. A 1
_ ‘ . ‘
\ o S

Figura 4.4 — Condiggo de Armijo

t

Na Figura 4.4 Ry é a reta que passa pelo ponto (0,¢(0))" e tem coeficiente

angular ¢'(0). A equagao de Ry é
2= 6(0) + ¢'(0)A,
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R, é a reta que passa pelo mesmo ponto e tem coeficiente angular 0. R é uma reta
que passa pelo mesmo ponto com coeficiente angular entre ¢/(0) e 0. Portanto, o
coeficiente angular de R pode ser escrito da forma ag’ (0) com a € (0,1). Logo a
equacio de R é:

z=¢(0) + ag'(0)\.
Substituindo nesta equacao ¢(0) por f(z*) e ¢'(0) por V! f(x*)d) obtemos

z = f(2®) + aAV' f(2")dy.

Entao, os valores de A que verificam a condicao de Armijo sao os que estao
na regiao admissivel na Figura 4.4.

Para impedir que as direcdes sejam “quase”ortogonais a V f(z*) pediremos
que dada uma constante 6 € (0, 1),

Vi f(@®)dy, < =01V () || || dill, para todo k € IN,
Se (3 é o angulo entre V f(x*) e dy,
cos # = V' f(@*)di/ (IVf (") || | dell)

e, conseqientemente,
cos 3 < —4.

Viix¥)

-7 (%) d

Figura 4.5

Na Figura 4.5, se B é um angulo tal que cos B = —0, d;, deve formar um
angulo maior que 3 com Vf(z¥). Vamos definir um algoritmo para minimizar
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funcoes sem restricoes, que seja o mais geral possivel e que incorpore essas
condigoes.

Algoritmo 4.2

Sejam o > 0, a e § € (0,1) constantes dadas. Se z* € IR™ € tal que
Vf(x*) # 0, os passos para determinar 2! sao:
Passo 1: Escolher dy, € IR", tal que
(i) lldu] = oV )]
(ii) V' f(a*)di < =0V f (") || [|dx]-

Passo 2: (Busca linear)
(i) A=1;
(i) Se f(z" + Adi) < f(2%) + aAV! f(2¥)dy, ir a (iv);
(iii) Escolher X € [0.1X,0.9)]. Fazer A = X e ir a (ii);
(iv) Fazer \y = \, e 2%t = 2k + \pdy.

Lema 4.1
O Algoritmo 4.2 estd bem-definido. (E possivel completar a busca linear
com um numero finito de tentativas para \).

Prova: Fica como exercicio para o leitor.m

Enunciaremos um teorema que responde as perguntas (1) e (2), feitas em
4.2.

Teorema 4.1 (Convergéncia Global)
O Algoritmo 4.2 pdra com algum valor k tal que YV f(z*) = 0, ou gera
uma seqiéncia infinita {z*} tal que qualquer ponto de acumulacio dela é um
ponto estaciondrio de f.

Prova: Trata-se de um caso particular do teorema demonstrado em Friedlan-
der et al.[6].m

Observemos que neste teorema nao é garantida a convergéncia da

seqiiéncia {2*}. No entanto, ele afirma que se existe klim 2¥, entdo este limite é
— 00

um ponto estacionario. Finalmente, se a seqiiéncia é limitada existe um ponto de
acumulacgao e este deve ser um ponto estacionario.
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Exercicios

4.1 Considere a funcdo quadrdtica f(z) = j2'Ax + b’z + ¢, onde A € R™"
simétrica, b € IR" e ¢ € IR. Seja T minimizador local de f. Prove que x é
minimizador global.

4.2 Através de um desenho mostre que se d é uma diregao tal que V' f(z)d =0
entao d pode ser de descida, subida ou nenhuma das duas coisas.

4.3 Considere o sistema nao-linear
file)=0, i : R"—R,i=1, ..., m.

Como resolveria o sistema com técnicas de minimizacao irrestrita?

4.4 Seja f(x) = 3||F(x)|?, onde F : R" — R",F € C'. Considere o método

iterativo definido por
" = 2F — M\ (Jp (@) TR ().

Suponha que Jp(z) é ndao-singular para todo z. Prove que se na condicao de
Armijo usamos o = 0.5, resulta

Y fb) <1 = A

45 Seja f: IR — IR, f € C? f(0)<0e f'(x) <0 para todo z € IR. Seja
a € (0,1). Prove que, para todo x > 0,

f(x) < f(0) + azf'(0).

4.6 Se um método de direcoes de descida com busca linear exata é utilizado
para minimizar uma funcao quadratica ¢ : IR" — IR, mostre que o passo 6timo é
dado por

d'Vq(x)

A= 2V
dtV2q(z)d’

onde d é a diregao utilizada a partir do ponto .
4.7 O critério de decréscimo suficiente (condigao de Armijo) exige A € IR tal

que
p(A) = flz+Ad) < f(z) + aAV' f(z)d = ¢(0) + arp'(0), (%)
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com a € (0,1). Se f é uma funcao quadrética, entao ¢ ¢ uma parabola. Prove
que se o minimizador A dessa parabola é admissivel em (x) devemos ter a € (0,1/2).

4.8 Sejam f : IR" — IR, xz, d € IR™ e A > 0 tal que = + \d satisfaz a condicao
de Armijo. Seja 0 < p < A. u satisfaz a condi¢ao de Armijo? Prove ou dé um
contra-exemplo.

4.9 Sejam f: R" — IR, f € C* e & € IR" tal que Vf(Z) = 0 e V2f(Z) ndo é
semidefinida positiva. Prove que existe uma direcao de descida d em .

4.10 No processo de minimizar uma funcao f : R* — IR, f € C*, a iteracao
x* foi obtida fazendo uma busca linear ao longo da direcao d*~!. Determine uma

direcao d* ortogonal a d*~', de descida a partir de z*¥ e que seja uma combinacao
linear de d*~' e V f(a*).

4.11 Sejam f : R — IR, T € IR" com Vf(Z) # 0. Seja M € IR"*"™ definida
positiva. Prove que d = —M V f(Z) é uma diregao de descida em Z.
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Capitulo 5

ORDEM DE
CONVERGENCIA

Se a seqiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 4.2 converge, podemos nos per-
guntar sobre a rapidez da convergéncia. Para analisar este aspecto introduzi-

mos o conceito de ordem de convergéncia. Claramente, se klim 8 = 2*, entdo
— 00

klim |z¥ — 2*|| = 0 e podemos considerar que ||z¥ — z*|| é o erro cometido na

— 00

aproximacao z¥. Quanto mais “rdpido”o erro se aproximar de zero, melhor. Uma
forma de medir este progresso é comparar os erros cometidos em duas aproximagoes

sucessivas

err1 = [ — 2| e e = [a* — a7

Obviamente é desejavel que a partir de algum indice kg, seja verdade que
epr1 < reg (5.1)

para algum r € [0, 1).

A inequagao (5.1) significa que o erro na aproximagao x*™! nao pode superar
uma fracao do erro na aproximacao z¥, determinada pela constante r.

A condigao r < 1 exclui a possibilidade de que ey, /e, se aproxime arbi-
trariamente de 1, situacao na qual o progresso seria lento demais. Quanto menor
for r, mais réapida serd a convergéncia da seqiiéncia {x*}.

k+

Definicao 5.1
Se (5.1) se verifica para algum r € (0,1), diremos que a seqiiéncia {z*}
converge com ordem linear e taxa nao-superior a r.

Definicao 5.2
Se

klim ext+1/ex =0, (5.2)

31
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diremos que a seqiiéncia {x*} converge com ordem superlinear.

A convergéncia superlinear significa que, assintoticamente, a reducao do
erro é maior que qualquer fracao fixa.

Podemos ainda caracterizar a convergéncia com “ordem melhor que
superlinear”.

Definicao 5.3
Se eri1 < a (ex)?, onde a >0 e p> 1, diremos que a seqiiéncia {z*}
converge a x* com ordem nao-inferior a p. Se p = 2, diremos que a convergéncia
¢ quadrdtica.
Exercicios
5.1 Prove que convergéncia superlinear implica linear.

5.2 Prove que convergéncia quadratica implica superlinear.

5.3 Mostre que uma seqiiéncia pode convergir linearmente com uma norma mas
nao com outra. No entanto, a convergéncia superlinear é independente da norma.



Capitulo 6

METODOS CLASSICOS
DE DESCIDA

6.1 METODO DO GRADIENTE

No contexto do Algoritmo 4.2, este método corresponde a escolher dj; na
diregao de —V f(z*).
Se, no Passo 1 do Algoritmo 4.2, d = —oV f(z*), as condicdes (i) e (ii) sao
verificadas trivialmente. Consideremos o seguinte algoritmo para minimizar uma
funcao f definida em IR™.

Algoritmo 6.1

Se 2% € IR™ € tal que V f(2*) # 0, 0s passos para determinar x**1 sdo:
Passo 1: Calcular dy = —V f(x%).

Passo 2: (Busca linear ezata)

Determinar Ny, minimizador de f(z* + \dy) sujeita a A > 0.

Passo 3: Fazer Ft' = % + \ud,.

Observacoes:
No Passo 1 as condigoes (i) e (ii) do Algoritmo 4.2 sao omitidas.
No Passo 2 a busca linear é mais exigente que a do Algoritmo 4.2, porque
Ar € o minimizador de f na direcao dp. Chamamos a este processo de busca linear
erata. B importante notar que este subproblema pode nao ter solucao e portanto
o Algoritmo 6.1 nem sempre esta bem-definido.

33
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Caso 1: Funcgao objetivo quadratica
Se )
flz) = ia:tGa: + bz +c

com G definida positiva, entao existe um tnico x* € IR"™ que é minimizador global
de f. Ver Figura 6.1.
Neste caso a busca linear exata determina

Mo = VEf(2R)V f(2P)/VEf (") GV f(2F).

Figura 6.1

O seguinte teorema garante a convergéncia da seqiiéncia gerada pelo
Algoritmo 6.1, para qualquer aproximacao inicial e que a ordem de convergéncia
da seqiiéncia associada {f(z"*)} ¢ linear.

Teorema 6.1
Seja f : IR" — IR uma funcdo quadrdtica com matriz hessiana G definida
positiva. Seja r* o minimizador global de f.
Dado z° € IR"™, arbitrdrio, o Algoritmo 6.1 gera uma seqiiéncia {x*} tal que:
0 Jims* =

(i) lim f(*) = f(a*)
) = fla®) < (A= @) /(A + @)2(f(2*) - f(a),

onde A e a sao o maior e o menor autovalor de G, respectivamente.

Prova: Ver Luenberger [11]|.m
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Caso 2: Funcao objetivo nao quadratica

Enunciaremos um teorema que nao garante convergéncia mas que fala da
ordem quando a convergéncia ocorre.

Teorema 6.2
Seja f : R" — IR, f € C% Seja ¥ € IR™ um minimizador local

de f, tal que a matriz V2f(x*) € definida positiva. Se o Algoritmo 6.1 estd
bem-definido para todo k € IN e a seqiiéncia {x*} gerada por ele converge a z*,
entdao a seqiiéncia {f(z*)} converge linearmente a f(x*) com taza ndo superior a
((A—=a)/(A+a))?, onde A e a sio o maior e o menor autovalor de V?*f(x*),
respectivamente.

Prova: ver Luenberger [11]|.m

6.2 METODO DE NEWTON

Proposicao 6.1

Se f € uma func¢do quadrdtica com matriz hessiana G definida positiva,
dado 2° € IR™ arbitrdrio, a direcio d € IR™ dada por:

d=—-G (G 2°+) (6.1)

verifica que
ot =2"+d (6.2)
¢ o minimizador global de f em IR™. Ver Figura 6.2.
Prova: Seja f(z) = 12'Gz + b'z + c. Temos, por (6.2), que Vf(z*) =
G(2° + d) + b. Logo, usando (6.1), obtemos que

Vi(a®) = G2’ — G Y (G2 + b)) + b,

Portanto, V f(z*) = G2’ — G2 — b+ b =0, o que prova a proposi¢io.m
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Figura 6.2

A direcao d ¢ a solucao do sistema linear
Gd = —(G2" +b) = =V f(2").

Portanto, minimizar uma fungao quadratica com hessiana definida positiva
é um problema equivalente a resolver um sistema linear com matriz simétrica e
definida positiva.

Se a funcdo nao é quadrética e temos uma aproximacao z¥ da solucdo de

Minimizar f(z), z € IR",

podemos utilizar o resultado anterior na fungao quadratica que resulta da consid-
eracao dos trés primeiros termos do desenvolvimento em série de Taylor de f em
torno de a*:

q(d) = f(a*) + V' f(2")d + ; d'7? f(2*)d.

Chamamos ¢ = ¢(0) = f(z%), b= Vq(0) = Vf(z*), G = V?q(0) = V2f(zF).
Se escrevemos ¢(d) = ; d'Gd+b'd+c ese V2f(x*) é definida positiva

podemos calcular o minimizador global desta quadratica a partir de d, = 0 .
Assim, obtemos

d* = -G Gd, +b) = —G7'b = —(V2f(aF) IV f(2").

Isto sugere a escolha dy = —(V2f(2*))"'V f(2*) no Passo 1 do Algoritmo
4.2.

As seguintes perguntas sao pertinentes:

dj ¢é sempre uma direcao de descida?

Se d; é uma direcao de descida, as condigbes (i) e (ii) do Passo 1 do
Algoritmo 4.2 serao verificadas?

Infelizmente, dp pode nio ser uma direcao de descida se V2f(z¥) nao
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for definida positiva. Por exemplo, a funcao f(x,y) = (1/2)(z* — y*) no ponto
2% = (0, 1)! verifica que:

Vf(2%) = (0,-1), e V2f(a) = ( - ) -
Neste caso a diregao de Newton é

dO = (Oa _1)t7

Vif(z%)dy =1 > 0.

Apesar de dy ser uma direcao de subida, pode-se argumentar que basta
escolher d = —d, para obter uma direcido de descida. Mas o seguinte exemplo
devido a Powell mostra que a situacao pode nao ter conserto:

A funcao f(x,y) =2' +zy+ (1+y)* em 20 = (0,0)! verifica

I =02 e e = () ).

A solucao de V2f(z%)d = —(0,2)" é dy = (—2,0)" e V'f(2°)dy = 0.

No caso em que di ¢é uma diregdo de descida, a verificacao de (i) e (ii)
no Passo 1 do Algoritmo 4.2 depende de propriedades da funcao objetivo. Uma
hipétese para garantir estas condigoes é que os autovalores das matrizes V2f(z)
estejam uniformemente incluidos em algum intervalo (a,b) C IR, com a > 0.

Consideremos agora o seguinte algoritmo:

Algoritmo 6.2 (Método de Newton)

Se a* € tal que Vf(x*) #0, os passos para determinar x*! sdo:

Passo 1: Determinar d; tal que
V2 f(a")dy = =V f(z"),

(ou seja, resolver este sistema linear. Notemos que este passo pode nao estar
bem-definido se V2 f(x*) for singular.)

k+1

Passo 2: Fazer =z = 2% + \pdy, onde N\, € determinado como no Passo 2

do Algoritmo 4.2.

Para o Algoritmo 6.2 temos o seguinte resultado:
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Teorema 6.3
Seja f: IR" — IR, f € C3. Seja x* um minimizador local de f em IR",
tal que V2 f(z*) € definida positiva. Entao, existe € > 0 tal que se 2° € IB(z*,¢),
e A\, = 1 para todo k € IN, a seqiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 6.2 verifica:
(i) V2f(x*) € definida positiva para todo k € IN;
(i1) k:h—{gomk =z

(iii) Existe ¢ > 0 tal que ||2*tt — 2*|] < c||2* — 2*||* para todo k € IN.

Prova: ver Luenberger [11].m

Este é um resultado de convergéncia local que diz que se escolhermos x°
suficientemente perto de *,

(i) os sistemas lineares do Passo 1 tém solugao unica e portanto dj esté
bem-definido para todo k € IV;

(ii) a seqiiéncia converge a x*;

(iii)a ordem de convergéncia é pelo menos quadrética.

Uma pergunta 6bvia que surge aqui é: como sabemos se x° esta suficiente-
mente préoximo de x*? Em geral, ndao sabemos. Mas, se usarmos o Algoritmo 4.2
com

0

dy = —(V2f(2") 7'V f (")

para uma fungdo na qual as condigoes (i) e (ii), do Passo 1 do Algoritmo 4.2,
possam ser obtidas e a seqiiéncia gerada pelo algoritmo converge a um minimizador
r* de f com V2f(x*) definida positiva, podemos afirmar que a partir de algum
indice kg os termos da seqiiéncia estarao tao proximos de z* quanto é preciso
para obter o resultado anterior.

Frisamos aqui o fato de que a ordem de convergéncia quadratica é
obtida devido ao uso das derivadas segundas (a matriz V2f(z)). E bom
lembrar que considerar essa informacdo envolve avaliar V2f(z¥) e resolver
V2f(z¥)d, = —Vf(2*). Portanto, o processo é caro em termos de trabalho
computacional (tempo). Se o numero de varidveis for muito grande a meméria
necessaria para armazenar esta informacao pode ser insuficiente e este processo
torna-se inviavel.

6.3 METODOS QUASE-NEWTON

No método do gradiente escolhemos

dp = — 1 V f(2"),
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e, no método de Newton,
dy = —(V2 (") T f ().
Outros métodos podem ser definidos fazendo
dp = — HyV f(a"),

onde H, € IR™"™ é uma matriz simétrica. Se Hj for definida positiva, d; é
uma direcao de descida.

E desejavel determinar matrizes Hj; de modo que o trabalho computacional
do método resultante seja menor que o do método de Newton e tais que a seqiiéncia
{2*} gerada por ele, quando converge, tenha ordem pelo menos superlinear.

Se quisermos obter um comportamento melhor do que o do método do gra-
diente, precisaremos utilizar alguma informacao de segunda ordem.

Outra vez a andlise especifica das fungoes quadraticas é pertinente.

Se z* é o minimizador global de uma quadratica com matriz hessiana definida
positiva, o método de Newton encontra z* numa unica iteragao a partir de qual-
quer 2 € IR". O método do gradiente converge a x*, mas nao necessariamente
num numero finito de iteragoes.

Um método intermediario para funcoes quadraticas encontraria z* num
numero finito de iteragoes sem estar baseado no conhecimento completo da matriz
hessiana.

Se .
f(x) = 3 r'Gr + blr +e,
temos que
Vf(x)=Gr+b
e
Vf(x+d) —Vf(r)=G(x+d) — Gr = Gd para todo d € IR".
Temos entao as seguintes equacgoes:
Vilx+d)—Vf(x)=Gd
ou

G HVf(x+d) —Vf(x)) =d

Observemos que estas equacoes fornecem informacao sobre G ou G~}
utilizando Vf em dois pontos. Dados n pares de pontos {z‘, 2" + d;}, de modo
que o conjunto de vetores {dj,ds,...,d,} ¢é linearmente independente, as n
diferencas

Vf(a'+d;) — V(')
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determinam completamente G e G~!. Isto significa que a informacao contida
nessas n diferencas equivale & informacao completa de G e G™1.
Estas observacoes sugerem o seguinte algoritmo.

Algoritmo 6.3

Sejam 2° € IR"™ arbitrdrio, Hy € IR™™ simétrica e definida positiva. Se
Vf(x*) # 0, os passos para obter z*** sdo:

Passo 1: Calcular dy = —HV f(zF).

Passo 2: Determinar )\, através de uma busca linear e definir o*t' = 2% +
Aidy.

Passo 3: Determinar Hy.1 simétrica e definida positiva tal que

Hy(Vf(27T) = Vf(27)) = 27T — 27 para todo j < k.

Se a fungao objetivo é quadrética e o conjunto {dy,ds,...,d,—1} € lin-
earmente independente, pelas observacoes anteriores teremos que

H,=G".
Portanto,
d, = —~G7H(V f(z"))
e
anrl — LU*

E possivel construir um algoritmo com estas propriedades. O primeiro
método deste tipo foi proposto por Davidon, Fletcher e Powell e consiste no
seguinte:

Algoritmo 6.4 (DFP)

0

Sejam x” € IR™ arbitrario e Hy € IR™"™ uma matriz simétrica e definida

positiva. Se V f(z¥) # 0, o0s passos para obter z*** sdo:
Passo 1: Calcular dj, = —HV f(z").
Passo 2:  Determinar Mp através de wuma busca linear e definir

:L’k+1 = ZEk + /\kdk
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Passo 3: Definir py = \dy, = 2" — 2%, g, = Vf(2**) — V f(2*) e calcular

Hy1 = Hp+ (oepk)/(0ear) — (HeqeaiHy)/ (aHir)-

Observacgoes:

O que caracteriza o método DFP é a féormula recursiva do Passo 3 para
atualizar Hy.

Notemos que Hp,; ¢ obtida a partir de uma corre¢ao de Hj que consiste
em somar duas matrizes simétricas da forma wvv?, onde v € IR". Cada uma
dessas matrizes tem posto 1.

A vantagem em termos de trabalho computacional é que o numero de

operacoes para determinar d, ¢ da ordem de n?, em lugar de n® como no
método de Newton.

Teorema 6.4
Se 0o método DFP € usado para minimizar uma fun¢do quadrdtica com
hessiana definida positiva fazendo busca linear exata, entao:
(i) Se Hy € definida positiva entdo Hyq também é;
(i) {do,dy,...,dn_1} € linearmente independente;
(111) Hiq; = p; para todo j < k;
(v) 2" = x*;
(v) H, = G~

Prova: Ver Bazaraa e Shetty [2].m

Outra férmula com estas propriedades, muito popular devido a seu bom
desempenho numérico, é devida a Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS):

HPBEGS — [, + (1 + QZHka>ka}; Pt Hi + Hkapllfc‘

@GPk P qiPr
Usando esta férmula no Passo 3 do Algoritmo 6.4 resulta o método BFGS.
Para estes métodos temos o seguinte teorema de convergeéncia local:

Teorema 6.5
Seja f:IR* — IR, f € C°® tal que existe x* minimizador local
de f com V2f(x*) definida positiva. Ezistem & > 0 ,e > 0 tais que se
¥ € B(z*, §) el||Hy— V2if(x*)| < e, as seqiéncias {2*} e {Hy} geradas
pelos métodos DFP e BFGS, usando A, = 1 para todo k € IN no Passo 2,
verificam
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(i) Hy € definida positiva para todo k € IN;
(1) klim o* = 2*;

(iii) a ordem de convergéncia é pelo menos superlinear.

Prova: Ver Dennis e Schnabel [4].m

Exercicios

6.1 Seja f : IR* — IR, diferencidvel em T e sejam d', ..., d® € IR™ vetores
linearmente independentes. Suponha que o minimo de f(Z + Ad’) com A\ € IR
ocorra em A = 0 para j = 1, ..., n. Prove que Vf(Z) = 0. Isso implica que f

tem um minimo local em z7

6.2 Seja f(x) = sa'Az+b'z+c, onde A € IR™™ ¢ simétrica e definida positiva,
be IR"ece€ IR. Sejam L; e Ly duas retas diferentes e paralelas em IR", cujo

vetor diretor é d. Sejam 2! e 22 minimizadores de f em L; e Ly, respectivamente.
Prove que (2% — z')'Ad = 0.

6.3 Seja f : R — IR, f € C'. Para k = 0, 1, 2, ..., definimos
Ftl = gk — X\, V f(z*) onde Ay > X > 0 para todo k > 0. Suponha que {z*}3°,
converge para T. Prove que V f(Z) = 0.

6.4 Prove que no método do gradiente com busca linear exata temos que

Vif(@F)V (@) = 0.

6.5 Seja f : IR — IR, f € C'. Seja y o resultado de aplicarmos uma iteracao
do método do gradiente com busca linear exata a partir de x. Seja z o resultado
de aplicarmos uma iteracao do método do gradiente a partir de y. Prove que z —x
¢ uma direcao de descida a partir de x.

6.6 Desenhe as curvas de nivel da funcao f(x) = 2% +4x3 — 4z, — 8z5. Encontre
o ponto T que minimiza f. Prove que o método do gradiente, aplicado a partir de
2% = (0,0)! nao pode convergir para ¥ em um nimero finito de passos, se usarmos
busca linear exata. H4 algum ponto 2° para o qual o método converge em um
nimero finito de passos?

6.7 Considere o método do gradiente aplicado a minimizacao de uma fungao
quadrética g(z) com hessiana definida positiva G. Seja T a solugao e suponha que
20 possa ser escrito como x° = T + pv, onde v é um autovetor de G associado ao
autovalor A e z é um ntimero real. Prove que V¢(2°) = plv e que se for feita uma
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busca linear exata a partir de z° haverd convergéncia em uma iteracao. A partir
dai, mostre que o método do gradiente converge em uma iteracao para qualquer

2% sempre que G for da forma ol com o € IR.

6.8 Seja f uma fungao quadratica com hessiana definida positiva. Prove que
se ao aplicarmos o método do gradiente a partir de um certo z° Vf(z%) # 0,
encontramos a solucdo em uma iteracao, entdo d = z!' — 2% é um autovetor da
hessiana.

6.9 Seja f(z) = 1(2 — 22)® + (1 — 21)%. Qual ¢ o minimizador de f? Faca
uma iteracdo do método de Newton para minimizar f a partir de 2° = (2,2)". E
um bom passo? Antes de decidir, calcule f(z°) e f(z1).

6.10 Considere o método de Newton aplicado para achar o minimizador de
f(z) = sen x a partir de g € [, 7]. A resposta desejada é T = —7/2. Sejae >0
suficientemente pequeno. Prove que se g = —¢ entéo x; ~ —1/e. Analogamente, o
que acontece se rg = €, mas f”(xg) é substituida por um niimero positivo pequeno?

6.11 O método de Newton pode convergir para um maximizador local! Para
verificar esta afirmacao, use o método de Newton para minimizar a funcao
f(x) = —2'/4 + 23/3 + 2% a partir de 7y = 1 e tomando g = 1. O que acontece
com o método de Newton quando aplicado & minimizacio de f(x) = 23/3 +
(equivalente a calcular os zeros de f'(z) = 2® + 1)?

6.12 Seja f(z) = zi + 112 + (1 + 22)?. Para 2° = (0,0)!, por que o
método de Newton nao pode ser aplicado satisfatoriamente? Se a direcao
d® = —(V2f(2°))"'V f(2°) ¢ usada, mostre que nem d° nem —d° sdo diregoes de
descida.

6.13 No método de Newton é necessario que a matriz hessiana seja definida
positiva. Na pratica devemos modificar o método quando falha essa hipdtese.
Uma idéia é tomar

ME = (V2 f (") + )™, e >0,

d* = —MFV f(z).

(a) Quais sao os valores aceitdveis de puj para garantir que o método gere
dire¢oes de descida?
(b) Que método é esse quando p — o007
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n

6.14 Seja f(z) = > (a;z? + bx;) com ar, ..., a, e by, ..., b, constantes

=1
reais. Encontre condigoes suficientes para que a direcao utilizada pelo método
de Newton esteja bem-definida e seja de descida para qualquer z tal que V f(z) # 0.

6.15 Prove que A = vv' onde 0 # v € IR™ tem posto 1.
6.16 Seja 0 # s € IR™. Prove que ||I — ss'/s's|| = 1.

6.17 Sejam u,v € IR™ e suponha que A € IR™™" é nao-singular. Seja B =
A+uvt. Se 0 =1+ v' A7 u # 0 verifique a férmula de Sherman-Morrison:

1
B l=A"1—- A uwtA~
o

6.18 Seja H € IR™ " simétrica definida positiva e seja {v!,... v"} uma base
ortonormal de autovetores de H com autovalores associados {A,...,\,}. Prove

m
que para g = » ;v e > 0 temos
i=1

(H—i—u])_lg:i( i )v

o\ ANt

6.19 Considere a formula DFP. Se H* ¢ definida positiva mostre que H**! sera
definida positiva se o passo A\, > 0 é tal que (zF+1 — 2*)!(V f(2*+1) — V f(2)) > 0.
Prove que para uma funcao quadratica qualquer Ay # 0 garante a positividade de
HkJrl'

6.20 Considere o problema de minimizar uma funcao f : R" — IR, f € C?, cuja
matriz hessiana tem a forma V2 f(z¥) = I + F* onde I é a matriz identidade e F*
é uma matriz esparsa com ||F*|| < 1. Sabe-se que para ||A|| < 1 vale a igualdade

(I+A) ' '=T—A+A - A +...

(a) Verifique a afirmagao acima;
(b) Descreva como utilizar um método quase-Newton de maneira eficiente.

6.21 Aplique o método DFP com busca linear exata para minimizar a fungao
f(x) = 1022 + 22 a partir de 2° = (0.1,1)" com H® = I. Verifique a propriedade
de terminacao em n passos para fungoes quadraticas, onde n é a dimensao do
problema.
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6.22 Considere o método quase-Newton com correcao de posto 1

(p — H*q)(p — H"q)"

¢'(p— HFq)

onde p = 2Ft1 — 2k e ¢ = Vf(2**1) — Vf(2*). Sobre que condigoes a correcio
acima pode ser utilizada?

o = gF 4

6.23 Seja f : IR® — IR, f € C'. Considere o método quase-Newton definido
por 2" = 2% — B, 'V f(2*), onde a férmula de recorréncia para as By, é

Bii1 = By +yy'/y'p,

y=q—Bp, ¢ =Vfa"*)—Vf(z*) ep=a"*"'—2F Sez=p— B, g, mostre
que se By é inversivel, entao

Byl = Bt + 22" /g

6.24 Considere o espago Q(u,v) = {A € R""|Au = v}. Prove que Q(u,v)
é uma variedade afim. Qual é a sua dimensdo? Idem para Q(u,v) = {A €
Q(u,v)|A = A'}. Seja F(z) = Gx +b com G € R™™ e b € IR". Prove que
para quaisquer z, y € IR", G € Q(y — z, F(y) — F(x)).
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Capitulo 7

MINIMIZACAO COM

RESTRICOES LINEARES
DE IGUALDADE

A partir deste capitulo analisaremos casos em que o conjunto factivel S nao é
necessariamente IR" . A dificuldade dos problemas de minimizacdo com restricoes

depende fortemente da complexidade destas. O caso mais geral que sera tratado
neste livro é

Minimizar f(x)

sujeita a h(z) =0, g(x) <0,

onde f, h, g € C? f:R"— IR, h:IR" — IR™ comm <neg:IR"— IRP.
Ouseja, S ={z € R" | h(z) =0 e g(x) < 0}.

Nesta secao consideramos a situagao mais simples:
Minimizar f(x)

sujeita a Ax = b, (7.1)
onde A € R™"™ 1<m<n eposto A=m.

7.1 A REGIAO DE FACTIBILIDADE

S={x € IR"| Azr = b} é chamado conjunto de factibilidade de (7.1).
Este conjunto é a variedade afim de solugoes do sistema linear

Ax =b. (7.2)

Se n=2,S5 éumareta. Para n =3, 5 é um plano se m =1 ou uma
reta se m = 2. Em geral, S é uma retase m =n — 1, um plano se m =n — 2
e uma variedade de dimensao n —m para m genérico. Se n >3 e m =1

47
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falaremos em hiperplanos.

Associado a S, temos o conjunto de solugoes do sistema homogéneo Ax = 0
que é chamado Nicleo de A e denotado Nu(A). Este é um subespago de IR"
de dimensao n — m, ja que posto de A = m. Claramente, Nu(A) é paraleloa S
e passa pela origem. Ver Figura 7.1.

™~

A= (an,arz) s g
NUA

Figura 7.1

Pela sua prépria defini¢ao, as linhas de A sao ortogonais a Nu(A). Mais
ainda, como posto A = m, temos que as m linhas de A formam um conjunto
de vetores linearmente independentes e geram um subespago de dimensao m
ortogonal a Nu(A), que denotamos Im(A") (Imagem de AY).

Os subespagos Nu(A) e Im(A") verificam

IR" = Nu(A) + Im(A")

Nu(A) N Im(A?) = {0}

Se d € Nu(A) e & éuma solugao de (7.2), entdo = =& + ad também é
uma solucdo de (7.2). Em outras palavras, qualquer d € Nu(A) é uma diregao
no espaco na qual podemos nos deslocar a partir de uma solucao factivel sem correr
o risco de abandonar a regiao de factibilidade. A afirmagao reciproca também é
valida. Se a partir de uma solucao factivel z, andando numa direcao d € IR"
obtemos

r=T+ad e Axr = b,
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entdo, necessariamente Ad = 0 e, portanto, d € Nu(A). Diremos que Nu(A) é o
conjunto de direc¢oes factiveis em S.

Se {z',2%,...,2"™} & uma base de Nu(A) e denotamos Z a matriz de
n x (n —m) cujas colunas sao os vetores z’, resulta que para todo d € Nu(A),
existe v € IR"™™ tal que d = Z~v. Se T é uma solugao de (7.2), entao

S={xr € R"|x=2+2Zvy, v € R"™}. (7.3)

7.2 CONDICOES NECESSARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

A caracterizagao de S dada em (7.3) sugere a defini¢ao da seguinte funcao
p:R"™™ — IR
v (V) =&+ 2Z7). (7.4)

Consideremos o problema irrestrito

Minimizar (7). (7.5)

Proposicao 7.1

v* € um minimizador local (global) de ¢ em IR"™™™ se e somente se

¥ =T+ 2y € um minimizador local (global) de (7.1).
Prova: A deixamos como exercicio para o leitor.m

A condigao necesséaria de primeira ordem para (7.5) é:

Vo(v*) =0. (7.6)

Por (7.4), »(v) = f(9(7)), onde g : IR™™ — IR™ esta definida por ¢g(v) =
T + Z~. Logo, aplicando a regra da cadeia, obtemos

Jo(v) = Jr(g(7) Jy(v) = V' f(g9(7)) Z.

Portanto,
Ve(y) = Z'Vf(g(v)). (7.7)

Assim, da condigao de primeira ordem (7.6), resulta que

V() = Z'Vf(@+ Zy") = Z'V f(z") = 0.
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Ou seja, uma condicao necessaria para que x* seja minimizador local de
(7.1) é que
Z'V f(x*) =0, (7.8)

isto é, que Vf(z*) seja ortogonal a Nu(A). Ver Figura 7.2. Nesta figura,
temos que Vf(z*) L 2! e que Vf(z*) = ( ZH A.
12

Pelas consideragoes feitas na segao anterior, temos que Vf(xz*) € Im (A?),
ou seja , Vf(z*) deve ser uma combinagao linear das linhas de A. Portanto,
existe A* € IR™ tal que

Vf(z*) = A" \*. (7.9)

Claramente, (7.8) e (7.9) sado equivalentes.

Ax=0

Figura 7.2

Observemos que se z* ¢é um minimizador local de (7.1), entdo, por (7.9),
existe A* € IR™ tal que (z*,\*) é solugdo do seguinte sistema de (n + m)
equacoes:
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Vi(z*) = AN (7.10)
Az* =0

Toda solucao de (7.1) é necessariamente solugao de (7.10). A afirmagao
reciproca nao ¢ verdadeira. Com efeito, precisa-se informagao de segunda ordem
para dizer se uma solucao de (7.10) ¢ solugao de (7.1).

O vetor \* € IR™ é chamado vetor de multiplicadores de Lagrange associado

*

a r*.
7.3 CONDICOES DE SEGUNDA ORDEM
A condigao necesséria de segunda ordem para uma solugao de (7.5) é:
V2p(v*) > 0 (semidefinida positiva). (7.11)

Temos que Vp(y) = Z'Vf(i + Zv), logo, aplicando a regra da cadeia,
obtemos

Vip(y) = Z'V2f (& + Z7)Z. (7.12)

Assim, a condi¢io VZp(~*) > 0 implica
Z'NPf(x*)Z > 0.

Notemos que Z'V?f(2*)Z é uma matriz de (n —m) x (n —m). O fato de ser
semidefinida positiva significa que

y'V2f(2*)y > 0 para todo y € Nu(A).

Analogamente, obtemos as seguintes condicoes suficientes de segunda ordem:
Se x* € IR™ verifica Ax* =b e

(i) Z'Vf(z*) =0

(i) Z'V2f(2*)Z > 0 (definida positiva),

entdo z* ¢ um minimizador local de (7.1).
Exercicios

7.1 Os problemas abaixo consistem em minimizar f sujeita a Ar = b onde
Ae IR™™ ebe IR™. Para cada um deles:
(i) Encontre uma base de Nu(A);
(ii) Construa uma parametrizagao que caracterize o conjunto factivel;
(iii) Transforme o problema em outro equivalente sem restrigoes;
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(iv) Escreva as condigoes de primeira e segunda ordem para os dois problemas
equivalentes.
(a) Minimizar 2% + 22 + 23 — 22179 s.a. 271 + 13 = 4, by — a3 = §;
(b) Minimizar x% + 21‘% — 221 — 21129 S.a. 201 + 29 = 1.

7.2 Considere a fungao f(z,y) = zy.

(a) Analise os pontos estaciondrios do problema: Minimizar f(z,y) sem re-
stricoes;

(b) Acrescente a restricao x + y = 0. Analise as condigoes de otimalidade de
primeira e segunda ordem;

(c) Resolva (b) para a restrigao = — y = 0;

(d) Analise (a), (b) e (¢). Que conclusoes podem ser tiradas?

7.3 Encontre o ponto sobre o plano = + 2y + 2z = 4, cuja distancia a origem é
minima.

7.4 Seja f(x) = ||z||, € IR". Considere o problema de minimizar f sujeita a
Az =bcom A€ R™", be IR™, m <n eposto A =m. Prove que a solucao =
desse problema pode ser escrita como ¥ = Abonde A € IR"*™ e AA = 1.

75 Seja f : R" — IR, f € C?. Sejaz € IR" tal que AT = b (A € R™",
b € R™) e tal que existe A € R™ com V f(Z) = A’ e V2f(Z) definida positiva.
O ponto T é um minimizador local de f sujeita a Ax = b? Prove ou dé um
contra-exemplo.

7.6 Considere o problema
. . . 1 t t
Minimizar 5% Qr+pr+q

s.a. Ar = b,

onde () € IR™™ é simétrica, x, p € R", g€ IR, A€ IR™", be IR™. Seja Z uma
base de Nu(A) e suponha que Z!QZ é definida positiva. Seja z° tal que Az° = b.
Prove que a solucao = ¢ dada por

T=a"—Z2(2'Q2)' Z'(Qa" + p).
7.7 Considere o problema

Minimizar f(z)
s.a. Av = b,
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onde f: R" - IR, feC!, Ac R, bec IR, m <neposto A = m.
Seja p a solucao de

Minimizar ||V f(z) — p||
s.a. Ap = 0.

Encontre p e interprete geometricamente.

7.8 Dadas as variedades afins em R", S = {& € R" | Az = b} e
U={ze€ R"|Cr=4d} onde Ae R, be R" C¢€ R*edc IR,
considere o problema de encontrar o ponto de S mais préximo de U. Formule esse
problema como um problema de otimizacao e escreva as condicoes de otimalidade.
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Capitulo 8

ALGORITMOS PARA
RESTRICOES LINEARES
DE IGUALDADE

8.1 METODOS BASICOS DE DESCIDA

Seja 2% € IR" tal que Az* = b e Z'V f(2*) # 0. Equivalentemente, para
todo A € IR™
V() # AN

nao verifica as condigbes necessarias de primeira ordem (7.10). Dese-
k41 tal que

Ou seja, 2"

jamos determinar, a partir de z*, um novo ponto factivel z

F™h) < f@@h).

Sabemos que, se 2! = 2% + ad, para manter a factibilidade (Az**t! =b)
é preciso que d € Nu(A).

Para garantir que, para algum o > 0, f(z**!) < f(2%), precisamos que d
seja ademais uma direcao de descida, ou seja

Vif(z*)d < 0.
Entao, precisamos encontrar d € Nu(A) tal que
Vif(a*)d < 0.

Se olharmos para o problema irrestrito associado em IR" ™ onde a funcao
objetivo ¢ ¢ dada por
p(7) = f(z" + Z)

temos

Vo(y) = Z'V f(a* + Zv),
0(0) = f(z"),
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Vp(0) = Z'V f(2¥) # 0. (8.1)

Entdao, w = —Vp(0) = —Z'V f(2*) é uma direcao de descida para ¢
em v=0. Mas w € R"™, equeremos d € R ¢ d € Nu(A).

Como d € Nu(A) seesomente se d= Zu paraalgum p € R"™™ e
w € IR"™™ ¢é uma direcao de descida para ¢ em v = 0, é bastante natural usar

d=Zw.

Com efeito, por (8.1),

Vif(a")d = V' f(z")Zw = Vip(0)w < 0

Assim, resulta que
d=—Z27'V f(z")

é uma direcdo factivel de descida para f em x*.

Agora estamos em condi¢oes de propor um algoritmo para o problema
(7.1).

Algoritmo 8.1

Seja o € (0,1) dado. Seja x* uma aprozimacdo & solucio de (7.1) tal
que AzF =b. Seja Z € R™™™) wuma matriz cujas colunas formam uma base
de Nu(A).

Os passos para definir z*+1

sao:

Passo 1: Se Z'Vf(zF) = 0 parar. (x* é um ponto estaciondrio). Caso
contrdrio ir ao Passo 2.

Passo 2: Calcular d, = —ZZ'V f ().
Passo 3: (Busca linear)

(i) Fazer \=1;
(ii) Se f(z* + X\di) < f(2*) +a AV f(2*)dy, ir a (iv);

(iii) Escolher X € [0.1\, 0.9\]. Fazer X=X\, ir a (i);
(iv) Fazer M\, =\ e %! = 2% + \udy.
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Notemos que este processo exige a determinacao de uma solucgao inicial
factivel e a determinacdo de uma base de Nu(A).

Em geral, se w € IR"™ é uma diregao de descida para ¢(y) em
v =0, (Vip(0)w < 0), obtemos (Z'V f(z*))! w < 0, ou seja, Vif(zF)Zw < 0.

Se escolhemos d = Zw, entao d resulta uma direcao de descida factivel
para f em z¥. Portanto, associado a cada método de descida para um prob-
lema irrestrito definido em IR™™™ temos um método de descida para o problema
definido em IR"™ com restrigoes lineares de igualdade. A cada iteragao do método
aplicado ao problema irrestrito em IR"™™ corresponde uma iteracao do método
associado para o problema em IR" com restri¢oes e reciprocamente.

Os resultados de convergéncia discutidos nos Capitulos 4 e 6 para métodos
de descida aplicados a funcoes sem restricoes sao validos para os métodos corre-
spondentes para problemas com restrigoes lineares de igualdade.

Outro enfoque tentador para obter direcoes factiveis de descida é o seguinte:
Se Z'Vf(z*) #0 (portanto Vf(z*) nao é ortogonal a Nu(A)) podemos con-
siderar a projecao de —V f(2*) sobre Nu(A) que denotamos Pyya)(—V f(z¥)).

Para todo v € IR"

Pyuayy = (I — AH(AAY) LAY (8.2)

ou

Pyyayv = Z(Z'2) 7" v. (8.3)
Observemos que, se a matriz Z & ortogonal (Z'Z = I), entao
Prnuay(=V f(2¥)) = =ZZ'V f (%),

e a diregao coincide com a obtida antes. Se Z nao é ortogonal, d =
Prnuay(=V f(2*)) ¢ factivel e também é de descida. Esta dire¢ao define outro
método conhecido com o nome de método de gradiente projetado.

A pergunta que segue é pertinente: Dada uma direcao de descida d €
IR" em z* para o problema sem restrices, sera que Pnyayd € de descida para
o problema com restri¢oes?

A resposta é negativa como ilustra o exemplo na Figura 8.1. Nesta figura,
dy é a direcao do método de Newton.



58  Capitulo 8. ALGORITMOS PARA RESTRICOES LINEARES DE IGUALDADE

Ax=b

N

Figura 8.1

Outra forma de reduzir o problema (7.1) a um problema irrestrito definido
num espago de dimensao menor consiste em expressar algumas variaveis em funcao
das outras. Como posto A = m, existem m colunas de A que sdo linearmente
independentes. Chamamos B a submatriz de A formada por essas colunas e
C a submatriz que resta uma vez retiradas as colunas de B. Reordenando as
varidveis de forma conveniente, o problema (7.1) pode ser reescrito assim:

Minimizar f(y,w)
sujeita a By + Cw = b (8.4)
com y € R"ew € IR"™™.
Como B é nao-singular temos que

y=B"'b— B 'Cw

e o problema (7.1) é equivalente ao problema irrestrito

Minimizar ¢(w) = f(B~'6 — B"'Cw,w), w € R"™™.
Aplicando a regra da cadeia, obtemos
Vo) = Vufly,w) — C(B) 'V, f(y,w),
onde V'f(y,w) = (V,f(y,w), VL f(y,w)). Se Vip(w) # 0, a0 método do gradiente

para este problema corresponde um método para o problema com restrigoes.
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Esse método, chamado de método de gradiente reduzido, é na verdade um
caso particular dos métodos discutidos acima, onde

—-B7C
2= 77
e I é a matriz identidade em IR(—)*(n—m)

Exercicios

8.1 Considere o problema de minimizar z%+ 3y*+ 22?2, sujeita a x+2y+3z = 6.

Seja ¥ = (1,1,1)!. Resolva o problema aplicando o método de Newton ao
problema reduzido e verificando que ! satisfaz as condicdes de otimalidade de
primeira e segunda ordem.

8.2 Considere o problema quadratico
. . . 1 t t
Minimizar ix Qr—cx

s.a. Ax = b,

onde ) € IR™" é simétrica, c € IR", A€ IR™" e b € IR™. Prove que T é um
minimizador local se e somente se & é um minimizador global. (Note que nao ha
nenhuma hipétese sobre @.)

8.3 Considere o problema de minimizar f sujeita a Ar = b com f : IR" —
IR, Ac R™", be IR™, m <neposto A=m. Sejam T € IR" tal que AT =be
g=Vf(Z)#0. Seja d € R™ tal que V'f(Z)d < 0. Sejam g e d as projecoes de g
e d sobre Nu(A), respectivamente. Considere as seguintes afirmagoes:

(a) d'g < O;

(b) Existem d e § tais que d'g > 0;

Qual das duas afirmagoes é verdadeira? Prove ou dé um contra-exemplo.

8.4 Considere o seguinte problema
e 2 2
Minimizar z7 + x5
sa.r1+x9=1

(a) Encontre a solugao 6tima x*;
(b) Considere o problema penalizado Minimizar z% + x3 + pu(z; + z2 — 1)2.
Para cada p > 0, calcule a solugdo étima z(u);
(¢) Verifique que ltlg&i(p) ="
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(d) Repita (a), (b) e (c) trocando a fungao objetivo por x3 + x3;
(e) Analise os resultados obtidos.

8.5 Seja z! = (1,—-1,2)". Escolha 2? € IR? tal que z! e 2? sejam linearmente
independentes. Considere Z = [2!2?] uma base de Nu(A) com A € R™*".

(a) Determine m e n;

(b) Encontre A. E tinica?
(c) Ache as equagoes da variedade afim paralela a Nu(A) que passa pelo ponto
(2,5,1)%
(d) Se S é a variedade em (c¢) e T é a solu¢do de minimizar f sujeita a = € 5,
onde f: IR" — IR, qual ¢é a relacao entre Z e f no ponto 7

8.6 Considere o problema de minimizar f sujeita a Axr = b com f : R" —
R, f €~C'2, A€ R™", be IR™. Sex € IR" é uma solugao desse problema entao
existe A € IR™ tal que V f(Z) + A'A = 0. Definimos

a funcdo lagrangeana: L(xz,\) = f(x) + \(Azx — b);
a funcao dual: ¢(A) = Minimizar, L(x,\);

para todo A tal que @¢(\) esteja bem definida, e

o problema dual Maximizar ¢(\)

(a) Que tipo de ponto é (%, \) em relacio a L(x, \)?
(b) Prove que ¢(\) < f(z) para todo x tal que Az = b;
(¢) Exiba o problema dual para f(z) = 'z, onde ¢ € IR".

8.7 Considere o problema de minimizar $z‘(z — 2¢) sujeita a Az = b, onde
ceR", Ac R™"™ be IR™, m <neposto A=m. Seja P a matriz de projecao
sobre o Nicleo de A. Seja T uma solu¢ao do problema. Prove que PT = Pec.

Interprete geometricamente em IR%.

8.8 Considere o problema (P) Minimizar 12'Bx + 'z sujeita a Az = b, onde
{z € R" | Az = b} é nado vazio e B é simétrica.

(a) Prove que se (P) tem solugdo, entao z'Bz > 0 para todo z € Nu(A);

(b) Prove que (P) tem solugao tnica se e somente se z'Bz > 0 para todo
z € Nu(A), z #0;

(¢) Mostre com um exemplo que (a) é condi¢ao necessaria de otimalidade mas
nao ¢é suficiente.
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8.9 Seja B uma matriz simétrica. Dizemos que B > 0 em Nu(A) se z'Bz > 0
para todo z € Nu(A) e que B > 0 em Nu(A) se 2Bz > 0 para todo z €
Nu(A), z #0.

(a) Prove que se existe r € IR tal que B +rA'A > 0, entao B > 0 em Nu(A);

(b) Prove que se existe r € IR tal que B+ rA*A > 0, entdo B > 0 em Nu(A);

(c) Prove que se B > 0 em Nu(A), entao existe r € IR tal que B +rA'A > 0;

(d) Através de um exemplo mostre que a reciproca de (b) nao é verdadeira.
8.10 Relacione os exercicios 8.8 e 8.9 com a resolucao do problema

o . . 1 t t 2
Mm1m1zar§;1: Bx + 'z +r|| Az — b||".

8.11 Considere o problema de minimizar %xtLa; sujeita a Ax = 0,

onde L € IR™" simétrica, A € IR™*", m < n e posto A = m.

(a) Escreva as condigbes de otimalidade de primeira e segunda ordem;

(b) Suponha que sao vélidas as condigoes suficientes em (a) e encontre a
solucao.
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Capitulo 9

MINIMIZACAO COM
RESTRICOES LINEARES
DE DESIGUALDADE

Neste capitulo, consideramos o problema
Minimizar f(z)

sujeita a Az < b, (9.1)
ondex € IR", A € IR™*".

9.1 A REGIAO DE FACTIBILIDADE

Neste caso, S = {r € R" | Ax < b}. Denotamos af =
(CLZ‘ 1,2, ... ,a,»n) s entao

S={z € R"|alx <b;paratodoi € {1,2,...,m}}.
Cada uma das m desigualdades

atr < b;

define em JR™ um semi-espaco. O hiperplano divisor é a‘x = b; e o semi-espago
definido ¢é aquele que esta do lado contrario a direcao apontada pelo vetor a;. Por
exemplo, na Figura 9.1, onde n=2 e m =1, temos que S = {z € R?|dlz <
by}

No problema (9.1), a regiao S consiste na interseccdo de m semi-
espagos. Portanto, S é um poliedro em [R". Ver a Figura 9.2, onde n = 2, m = 5.

63
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Figura 9.2
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Interessa-nos caracterizar, dado um ponto x € S, as direcoes factiveis a
partir de x. Essas direcoes sao aquelas nas quais ha espaco para se movimentar
dentro da regiao S.

Mais precisamente d € IR"™ ¢é uma direcao factivel a partir de * € S se e
somente se

Existe 7 > 0 tal que  +vd € S paratodo~y € [0,7]. (9.2)

Ver Figura 9.3.

—» FACTIVEL
---» NAO-FACTIVE]

Figura 9.3

A cada x € S pode ser associado um nimero 7(z) com 0 < r(z) < m,
que representa a quantidade de restrigoes para as quais

¢
a;x = b;.
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Diremos que essas restricoes estao ativas em x. Ver Figura 9.4.

N i ;-:: T[:.'Ifl} =1
! [ o
L r{z3) =8
riz) =1
(%) = 2

Figura 9.4

O conjunto de diregoes factiveis a partir de x depende das restrigoes
ativas nesse ponto. Por exemplo, se r(x) =0, qualquer d € IR" é factivel.
Suponhamos que z € S étal que r(z)=p com 0 < p < m.
Definimos Z(z) C {1,2,...,m} =M por:

I(x) = {j € M| alz = b;}.

Dado d € IR" e a > 0, temos que x + ad € S se e somente se
A(r + ad) < b, ou seja, a’(r + ad) < b; para todo j € M.

Em particular se j € Z () temos que a’(x + ad) = b; + aajd, portanto,
para que b; + oza;d < b; necessariamente devemos ter aﬁ-d < 0.

Vejamos que se aé-d < 0 para todo j € Z(x) entdo d é uma direcao factivel.

Se j € Z(x) (portanto ajd < 0) temos que a’(x + ad) < b; para todo a > 0.

Se j ¢ Z(x) (portanto ajx < b;) temos que analisar as situacoes seguintes:
(a)  Seajd <0 resulta af(z + ad) < b;.
(b)  Se ald > 0 podemos calcular o valor de « tal que af(z + ad) = b;. Vemos
que « é dado por

ot
b; a;x

atd

J

o =
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Entao, se definimos

it
- . bj — a;x
@ = min {1,
j € M-Z(z) atd
a;.d >0 J

teremos que a}(z + ad) < b; paratodo j € M e a € (0,d] e, portanto, d
serd uma direcao factivel em x .
Acabamos de provar a seguinte afirmacao:

d € IR" ¢ factivel em x se e somente se ajd < 0 paratodoj € Z(z). (9.3)

Lembremos que no caso de restricoes de igualdade, dada uma direcao
factivel ha total liberdade para se movimentar nessa direcao. Isto pode nao
acontecer com restricoes de desigualdade como mostra a Figura 9.5. Portanto,
nos interessa saber quanto podemos andar sobre uma direcao factivel a partir de .

Figura 9.5

Assim, dado x* € S e d uma direcao factivel em x precisamos
determinar o maior valor de « tal que az(x + ad) < b; para todo j € M, ou
seja, o menor valor de « para o qual a§- (x + ad) = b; para algum j € M.

Se j é tal que aﬁ-d < 0, o pode ser arbitrariamente grande.
Se j étal que ajd > 0 o valor procurado é

. . bj—alx
G = min {W} (9.4)

atd >0
J
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Observemos que af(x + ad) < b; paratodo j € Mea € (0,a]. Se
a > @, existe j € M tal que a(z + ad) > b;.

9.2 CONDICOES NECESSARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Agora que ja temos uma caracterizacao das direcoes factiveis para qual-
quer ponto x € S, estamos prontos para discutir as condi¢oes necessarias de
otimalidade do problema (9.1).

Dado um ponto x € S, queremos saber se existem direcoes de descida
factiveis, ou seja, direcoes factiveis tais que

Vif(z)d < 0.

Se existe uma direcao assim, o ponto x dado certamente nao é um mini-
mizador local de nosso problema. Mais uma vez, a anédlise dependera das restri¢oes
ativas em z.

Se r(x) =0, o ponto esta no interior de S e as condigbes necessarias e sufi-
cientes sao as que obtivemos para problemas sem restrigoes.

Suponhamos que r(z) > 1.

Para fixar idéias observemos algumas situagoes possiveis na Figura 9.6. Nessa
figura tratamos de minimizar f sujeita a alx < by, abr < by, abx < b,
alr < by

Figura 9.6

As direcoes factiveis em 2! e 2? estdo na regiao hachurada.
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Em 2! hd uma unica restri¢io ativa: a‘z' = b;. Como Vf(z!) =

Aas com X\ < 0, temos que Vif (x')d > 0 paratodo d direciao factivel. Se

tivéssemos \ > 0, existiria uma direcao factivel tal que V!f(z')d < 0. Portanto,
encontramos uma, condicao necessaria para que ' seja um minimizador local.
Em z? h4 duas restrigoes ativas, dadas por aba?® = by e alz? = b3. Como

Vf(2?) = Mag + dazscom A\ < 0e Xy < 0, (9.5)

entdao V! f(z*)d > 0 para todo d, diregao factivel em z2.
Em qualquer outro caso existe uma diregao factivel tal que

Vif(z*d < 0.

Portanto, (9.5) é condigdo necessaria para que 2 seja um minimizador
local.
Vamos generalizar essas idéias para IR".

Teorema 9.1
Consideremos o problema (9.1) com f € C' e x* € S tal que
I <r(*) <n. Seja T C M, T = {iriz,... @)} tal que alx = b; se e
somente se j € I.(Z ¢é o conjunto dos indices que correspondem as restricoes
ativas em x*). Seja Az € IR")*" q submatriz de A cujas linhas sdo as que

tém os indices em T

bi1
bio
e by = .

Supomos que posto Az = r(z*).

Se x* é minimizador local de (9.1), entdo existe X € IR™™") tal que
r(z*)
V(") = Z My, e A < 0, 1<k <r(z"),

k=1

ou, equivalentemente

Vf(z*) = ALX, A € R'@) (9.6)
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M <0, 1 <k < r(x").

Prova: Suponhamos que (9.6) é falso. Isto pode acontecer por dois motivos:

(i) Vf(z*) # ALX paratodo A € R'™).

*

Neste caso, z* nao é minimizador local do problema com restricoes de
igualdade definido por

Minimizar f(x)

sujeita a Azx = by (9.7)

e, portanto, z* tampouco pode ser minimizador local do problema (9.1).

(i) Vf(z*) = ALN (A € R'@Y)) mas existe j tal que \; > 0.

Se r(z*) =1eZ = {i1}, entdo Vf(z*) = May e Ay > 0. Se
d=—=Vf(z*) temos al d= —MNala, ==X\l a; |[* < 0. Portanto, d é uma
direcao de descida factivel.

Se 2 < r(z*) < n, denotamos por Az a matriz obtida retirando a linha
a;; correspondente ao multiplicador A; > 0.

Consideramos al~ = Pyyip(=V[f(z")) onde Py, i, ¢ o operador projecao
ortogonal sobre Nu(Az).

Entao resulta

(=Vf(a") =d)'d=0

ou

Vif(x*)d = —d'd = —|| d|* < 0, (9.8)

o que mostra que d é uma direcao de descida. Ver Figura 9.7.
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Figura 9.7

Agora,

Vf(l'*) = )\1Gi1 + )\2@1'2 + -+ )‘jaij 4+ .4 Ar(m*)ai

r(z*)

e, por construgao, aj d =0 para todo k # j (d € Nu(Az) e posto Az = r(z*)).
Portanto,

Vif(z*)d = /\jaﬁjd

e por (9.8) temos que /\jaﬁjd < 0, que, junto com A; > 0, implica que
aﬁjd < 0. Portanto, af d < 0 paratodo ktalquel < k < r(z*), ou seja, d
¢ uma direcao factivel e de descida.

Assim, o teorema fica demonstrado, jad que sempre que a condigao (9.6)

nao se verifica é possivel construir uma direcao de descida factivel para x*,
contradizendo a hipdtese de z* ser minimizador local de (9.1).m

Na Figura 9.8 ilustramos o teorema.
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Z nio verifica (9_3}

z* verifica (9.8)

Figura 9.8 |

A condigao necesséria de que fala o Teorema 9.1 nao é suficiente. Isso é
evidenciado pela Figura 9.9.

Figora 9.9
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9.3 CONDICOES DE SEGUNDA ORDEM

Teorema 9.2

Sejam f € C? z* um minimizador local do problema (9.1), e r(z*) e
I definidos como anteriormente, entao
(i) Eviste A\ € IR tal que Vf(z*) = A, X e N\ < 0 para todo
i€ {1,2,..r(z")};
(ii) Para todoy € Nu(Az) temos que y'V2f(z*)y > 0.

Teorema 9.3
Sejam f € C?, x* € S, er(xz*) e I definidos como acima. Se V f(x*) =
AN com Ny < 0 para todoi € {1,2,....r(z*)} e y'V2f (x*)y > 0 para todo
y€ Nu(Ag), y#0, onde J ={i € {1,...,r(z")} | \i < 0}, entdo x* € um
minimizador local de (9.1).}
As provas dos Teoremas 9.2 e 9.3 podem ser obtidas como casos particu-
lares dos resultados provados em Luenberger [11].
Exercicios

9.1 Considere o seguinte problema
Maximizar 221 + 3o

s.a. r] + oo <8, —x1 + 225 < 4, 11,20 >0

(a) Escreva as condigdes de otimalidade;
(b) Para cada ponto extremo verifique se as condigoes de otimalidade sao
satisfeitas. Encontre a solucao 6tima.

9.2 Considere o problema (P):
Minimizar f(x)

s.a. Ar < b,

onde A € R™", m < n, b € IR™ e considere também o sistema nao-linear

(5):
Vi) +Au=0

(afx —b)p; =0,i=1, ..., m,

onde A" = [a; ...a,]. Qual é a relagdo entre as solugoes de (P) e (S)?

9.3 Resolva o problema de otimizagao
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Minimizar f(z,y)

sa.0<z<1,0<y<1

com f(z,y) = g(z) — x? + y*, onde g(z) é o valor 6timo da fungao objetivo do
seguinte problema

Minimizar u? + v?
s.a. u+2v >z,

u,v > 0.

9.4 Considere o seguinte problema canalizado:
Minimizar f(x)

S.a. azgl‘lgb“ Zzl, ., .

Seja x um ponto factivel e g = V f(z). Seja a diregdo d definida por

d — 0 se (r;=a;eg;>0)ou (zr; =b;eg; <0)
‘ —¢gi, caso contrario

(a) Prove que d é uma diregao factivel e de descida em z;

(b) Prove que d = 0 se e somente se x satisfaz as condigoes de otimalidade de
primeira ordem;

(c) Usando essa direcao e 2° = (0, 3)! ache a solugao do seguinte problema:

Minimizar z* + 7
sa. 0<x <4, 1<y <3
9.5 Considere o seguinte problema:
Minimizar f(x)

s.a. a"ix < by, agsc < by.

Suponha que as duas restrigdes sdo ativas em T e que V f(Z) é combinagao
linear positiva de a; e as. Construa duas diregoes factiveis e de descida diferentes
em z. Justifique!

9.6 Considere os problemas primal e dual de programagao linear:
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Minimizar ¢tz Maximizar bty
s.a. Ar =10 sa. Aly <c
x>0

Seja T solucao do primal.

(a) Prove que b'y < 'z para quaisquer x e y factiveis;

(b) Prove que o vetor dos multiplicadores de Lagrange X associado As
restrigoes de igualdade em ¥ é solucao 6tima do dual,

(c) Prove que ¢'Z = b\
9.7 Considere o problema de programacao quadratica
e L, ¢
Minimizar f(z) = 5% Bx +c'x

sa. Az =b
x> 0.

Seja ¥ uma solucao regular do problema, e X o vetor de multiplicadores de
Lagrange associado as restricoes de igualdade. Prove que

F(#) = 5T+ %),

9.8 Resolva o seguinte problema de otimizacao
Maximizar P(z) = x12o ... 2,

s.a. Ty +To -+ Ty, =¢C,
z > 0.

Deduza a seguinte desigualdade entre as médias aritmética e geométrica:

9.9 Suponha que S = {x € R" | Ax = b, x > 0} é ndo-vazio, onde A € R™*" e
be IR™ Seja0 < z e IR" tal que A'(Az—b) =~ > 0e z'y = 0. Prove que Az = b.
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Capitulo 10

METODO DE
RESTRICOES ATIVAS

Neste capitulo descrevemos um modelo de algoritmo para resolver problemas
de minimizacao com restrigoes lineares de desigualdade.

A idéia bésica é a seguinte: dado um ponto ¥ € S, definimos um
subproblema de minimizacao com restricoes de igualdade determinadas pelas
restricoes ativas em z*. Se z* nao for 6timo para este subproblema, continuamos
tentando resolver o subproblema escolhendo uma direcao factivel de descida e
fazendo uma busca linear. Ao dar este passo existe a possibilidade de acrescentar
uma ou mais restricoes. Se isto acontecer o subproblema muda e continuamos
trabalhando com um subproblema novo. Se 2* for o 6timo do subproblema
(geometricamente, 2* ¢é o minimizador na face do poliedro determinada pelas
restrigoes ativas em z*), testamos se ¥ ¢é solugdao 6tima do problema. Se nao
for, escolhemos uma nova direcao de descida factivel e fazemos uma busca linear
para determinar 2*f!. Este movimento nos faz abandonar a face que contém
2%, e podemos ter certeza que nao voltaremos mais a esta face. Também, neste
deslocamento mudamos de subproblema e o processo descrito se repete. Como o
poliedro tem um numero finito de faces que vao sendo descartadas, pode-se provar
que este processo é finito.

O seguinte algoritmo formaliza a descricao do método.
Algoritmo 10.1 (Método de restrigoes ativas)

Dado z* € S, evecutar os sequintes passos.
Passo 1: Determinar I, = Z(a*) e r(z*).
SeZ, =0 e Vf(x¥) =0, parar. (x* é um ponto estaciondrio).
SeZ, =0 e Vf(x*) #0, ir ao Passo 7.
Se I, # 0, ir ao Passo 2.

7
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Passo 2: Resolver o sequinte sistema linear
Vf(a") = AL\

Se o sistema ndo admite solugdo, (ou seja, % nao é ponto estaciondrio

do subproblema { min f(z) sujeita a Az, x =bg,)), ir ao Passo 4.
Se o sistema tem solugao ir ao Passo 3.

Passo 3: Se \; <0 para 1 <i < r(a¥), parar. (x* é um ponto estaciondrio).
Sej > 0 para algum j ir ao Passo 7.

Passo 4: Achar d, € Nu (Az,) tal que V'f(zF)d, < 0.

Passo 5: Determinar

- . by —alat
a = min - }
atdy >0 ajdk

Passo 6: Realizar uma busca linear na dire¢ao dy para obter um tamanho do
passo oy, € (0,@] que garanta descenso suficiente.

Se a < @, fazer o' =2 + opdy, k=k+1 e ir ao Passo 2.

Se ap =@, fazer 2" =¥ + apdy, k=k+1 e ir ao Passo 1.

Passo 7: FEscolher uma direcio factivel e de descida dj, em x*.

Passo 8: Igual ao Passo 5.

Passo 9: Realizar busca linear em (0, @] garantindo descenso suficiente.
Fazer 2**' = 2% + apdy, k=k+1 e ir ao Passo 1.

Lembramos que pontos estaciondrios sao aqueles que satisfazem as
condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem.

A eficiencia de um método particular de restri¢oes ativas depende em grande
parte dos métodos utilizados para resolver os subproblemas, que sao métodos para
resolver problemas com restrigoes de igualdade. Obviamente, se nao dispomos de
um método finito para os subproblemas ha o risco de permanecer indefinidamente
numa face nao 6tima do poliedro.

Para certas fungdes (as quadréticas) conhecemos métodos finitos e
este esquema ¢é vidavel. Contudo, também pode acontecer que sejam necessérias
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“demasiadas”iteracoes para chegar na face 6tima. Naturalmente, o desejavel é que
este processo de identificacao das restrigoes corretas seja rapido.

Estas observacoes sugerem que a construgao de algoritmos eficientes para
este tipo de problema nao é uma tarefa simples. Em Fletcher [5] e Gill et al. [7]
podem ser encontradas descricoes e discussoes de alguns métodos deste tipo.

Exercicios
10.1 Resolva graficamente o problema
Minimizar 2% — zy + 3* — 3z

sa.r+y<4, x,y>0

usando um método de restrigoes ativas a partir do ponto z° = (0, 0)%.

10.2 Considere o problema de maximizar f(x,y) = xy sujeita a z+y > 1 e
r+ 2y < 2. Aplique um método de restrigoes ativas, algébrica e geometricamente,
a partir de (a)(1,0)" e (b)(2,0)", até encontrar a solugao.

10.3 Resolva algébrica ou graficamente o problema abaixo por um método de
restrigoes ativas, tomando como ponto inicial (2,1)" e justificando todos os passos.

Minimizar (z + 1)* + (y — 1)

sa.x+y>1, x4+y <3, z,y>0.

10.4 Aplique um método de restrigoes ativas para resolver
Minimizar 2% + zy + 2y* — 62 — 2y — 122

sa.r+y+z2=2 —x+2y <3, z,y, 2z >0.
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Capitulo 11

MINIMIZACAO COM
RESTRICOES LINEARES
DE IGUALDADE E
DESIGUALDADE

11.1 CONDICOES NECESSARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

O caso mais geral do problema de minimizagao de fungoes sujeitas a re-
strigoes lineares pode ser expressado como

Minimizar f(x)

sujeitaa Ar =0, Wz <cg, (11.1)

onde A € IR™*" comm < nepostode A=m, W € IRP*" be IR™ e c € IRP.
O conjunto de factibilidade S é um poliedro em R". S ={z € R"| Az =
e Wx <c}.
As restrigoes correspondentes as linhas de A estao sempre ativas. Entao,
dado um ponto factivel x, o conjunto dos indices das restri¢oes ativas em x é

Z(l’) = {1727"‘7m7i17i27'-'7i5(3:)}7

onde J(x) = {i1,i2,43,...,05m)} ¢ 0 conjunto de indices que correspondem as
restri¢oes (linhas de W) que estao ativas em z. Temos que 0 < s(x) < p. Se r(x)
¢ o numero total de restrigoes ativas em x, temos que

m < r(x) <m+p.

Repetindo os argumentos usados nos Capitulos 7 e 9 para caracterizar o
conjunto de direcoes factiveis a partir de um ponto factivel x, é facil provar que
neste caso d € IR" é factivel em x se e somente se Ad = 0 e w§d < 0 para todo
Jje J(x).

As condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem que obtemos
neste caso sdo uma generalizacao das condigoes (7.9) e (9.6).
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Teorema 11.1
Consideremos o problema (11.1) com f € C' e x* € S tal que
m < r(z*) < noes@) > 1. Sejam T = {1,2,...,m,i1,is,... 05}, T =
{i1, 42, .. is@n )} tal que wid = ¢; se e somente se j € J, Wy a submatriz de
W, cujas linhas sio as que tém os indices em J, e ¢y € IR*®) formado pelas
componentes de ¢ correspondentes a J.

Seja B € R dada por

A x
B = (Wg) e posto B =r(z").

Se x* ¢ minimizador local de (11.1), entdo existem A\ € IR™ e p € IR*®") tais
que

Vi) =AXN+Wop
e (11.2)
pr < 0 para todo k tal que 1 < k < s(x™).

Prova: Os argumentos sdo os mesmos que usamos para provar (9.6). Deixamos
esta prova para o leitor.m

As condigoes (11.2) também sdo chamadas condi¢oes Kuhn-Tucker.

11.2 CONDICOES DE SEGUNDA ORDEM

Teorema 11.2
Sejam f € C*, x* um minimizador local do problema (11.1), r(z*), s(z*),
J e B definidos como acima, entao

(i) Ezistem A\ € R™ e u € IR*®) tais que
Vi) =AXN+Wipn, p, <O0paratodok € {1,2,...,s(z*)};
(ii) y'V2 f(z*)y > 0 para todo y € Nu(B).
Teorema 11.3
Sejam f € C?, x* € S, r(x*), s(z*) e J como acima, entio se x* verifica
(i) Ezistem A € R™ e p € IR*®") tais que

Vi(z*) = AN+ Whp
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e
pr <0 paratodo k€ {1,2,...,s(z")};
(ii) Se y'V2f(a*)y > 0 para todo y € Nu(B), onde
= A
5= (i)
e

K={jeJ|n <0},

entao x* € um minimizador local de (11.1).

Os Teoremas 11.2 e 11.3 sao casos particulares das condig¢oes de otimali-
dade provadas em Luenberger [11].

Exercicios

11.1 Considere o problema
Minimizar »  f;(z;)
j=1
sa.elr=1, >0,

com f; :IR— R, f€eC', j=1,...,nee=(1,...,1)". Prove que se T é
a solugdo do problema acima, entdo existe a € IR tal que fi(7;) = ase¥; >0e
fi(7;) > ase7; = 0.

11.2 Considere o problema de programagao quadratica
. . . 1 t t
Minimizar 5:10 Hx +c'x

s.a. Ar < b,

onde H € IR™"™ é simétrica, c € IR", A€ IR™"" e b e IR™.
(a) Escreva as condigoes de otimalidade de segunda ordem;
(b) Para H = I e ¢ = 0, interprete esse problema geometricamente.
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Capitulo 12

MINIMIZACAO COM
RESTRICOES
NAO-LINEARES DE
IGUALDADE

Consideraremos problemas da forma

Minimizar f(x)

sujeita a h(z) = 0, (12.1)

onde f, he C', f:IR" — R, h: R" — IR™ ¢ m < n. Permitiremos a partir
de agora que a funcao h seja nao-linear. Os resultados que apresentaremos sao
extensoes dos que existem para problemas com restrigoes lineares.

12.1 A REGIAO DE FACTIBILIDADE

No caso de restrigoes lineares o estudo do conjunto de factibilidade e das
diregoes factiveis é feito utilizando exclusivamente os conceitos da algebra linear. A
presenca de restricoes nao-lineares exige o uso de conceitos algo mais complicados.
Na Figura 12.1 ilustramos o caso em que hé uma tnica restricao de igualdade

em IR%. Neste caso, a regiao factivel S = {z € IR* | h(xz) = 0} é uma curva.

hix)=0

Figura 12.1
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Notemos que nao ha direcoes factiveis a partir de um ponto x € S, ao
contrario do que acontecia quando as restricoes eram lineares. Para permanecer em
S, os movimentos a partir de x € S devem ser curvilineos. E claro que, dado um
ponto x € S, a dificuldade em determinar outro ponto & € S depende da funcao
h.

Na Figura 12.2 ilustramos o caso em que ha uma restricao de igualdade em
IR3. A regiao S = {z € IR? | h(z) = 0} é uma superficie em IR>.

/ TS
\ / /
—~ /
X P T
1% T

-
|

Figura 12.2

Dado o ponto Z € S, observamos que ha infinitos caminhos que passam
por , contidos em S, todos eles curvilineos. Podem-se unir dois pontos x e Z por
arcos de curva contidos em S, que chamamos arcos factiveis. Em geral, m equagoes
(nao-lineares) em IR™, m < n, determinam uma “superficie”de dimensao n —m.

Na Figura 12.2 vemos que por um ponto & € S passa uma familia de cur-
vas contidas em S. Cada curva é uma “superficie’de dimensao 1 e sob certas
condicoes ¢é possivel expressar esta curva, numa vizinhanca do ponto z, mediante
uma parametriza¢ao continua z : IR — S, tal que x(t) € S para todo t € (a,b) e,
ademais, existe ¢ € (a,b) tal que z(f) = 7.

O arco z(t), assim definido, é diferencidvel se 2/(t) existe para todo t € (a, b).

Por exemplo, para z : IR — IR?,
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O vetor 2/(t) é tangente ao arco de curva no ponto , portanto, tangente
a superficie.
Se considerarmos todas as curvas diferencidveis que passam por I, intuiti-
vamente vemos que seus vetores tangentes em 7 definem um “plano tangente” T,
como ilustra a Figura 12.3.

Figura 12.3

Se a superficie S for (n — m)-dimensional em IR", generalizando essas
idéias, observamos que o plano tangente sera gerado por vetores da forma

l’/(t) = (xll(t>7 xl2<t)7 ce 7x;<t))t'

A dimensao do “plano tangente”também ¢é (n — m).

Definicao 12.1
O plano tangente a uma superficie S C IR™, em um ponto * € IR", é o
conjunto de vetores de IR", que sdo tangentes em T a alguma curva diferencidvel
contida em S e que passa por T.

Temos agora alguns elementos para tentar caracterizar os arcos factiveis
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que passam por um ponto factivel z. Se
S={r e R"|h(z) =0}
e z(t) : (a,b) — S é a parametrizacao de um arco factivel, temos que
h(z(t)) = 0 para todo t € (a,b),
Derivando a equagao acima em relacao a t, temos
Jn(z(t))2'(t) = 0 para todo t € (a,b), (12.2)

ou seja, V'h;(z(t))z'(t) = 0 paratodot € (a,b) e 1 <i<m. (12.3)

Em particular, para z() = #, obtemos
Vihi(3)2'(t) =0, 1 < i <m,

o que significa que dado um arco factivel diferenciavel, é necessario que o vetor
tangente ao arco em ¥ seja ortogonal aos gradientes das restricoes avaliados em .

Notemos que (12.2) é uma extensao da caracterizagao das direc¢oes factiveis
obtida para restri¢oes lineares no Capitulo 7.

Para que (12.2) seja uma caracterizacao dos arcos factiveis diferencidveis,
precisamos que para todo p € IR™ tal que J,(Z)p = 0 exista um arco factivel
diferenciavel z(t) tal que 2(f) =& e 2'(f) = p.

Infelizmente, isso nem sempre acontece, como mostra o seguinte exemplo
devido a Kuhn e Tucker.

hi(x) = (1 —21)% — 29, ho(z) = 29

S ={xc R* | hi(x) =0echy(x) =0} = {(1,0)"}.

Como S consiste num unico ponto, nao existem arcos factiveis, mas
V'hi(%) = (0,—1), V'hy(z) = (0,1)
e, portanto, todo vetor p € IR? da forma (v,0)!, v € IR verifica
Ju(Z)p = 0.

Assim, caracterizar o conjunto de arcos factiveis diferenciaveis através do
plano tangente mediante a equagao (12.2) ndo é possivel sem alguma hipétese
adicional. A mais simples é a da regularidade do ponto T em relagao as restrigoes.

Definigao 12.2
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Um ponto & que satisfaz as equagoes h(x) = 0 € regular em relagdo
as restri¢oes se e somente se o conjunto de vetores {Vhy(Z),...,Vh,(z)} é
linearmente independente.
Com esta hipotese sobre T é possivel caracterizar os arcos factiveis difer-
enciaveis.

Teorema 12.1

Se T € um ponto reqular da superficie S = {x € IR™ | h(x) = 0}, entao o
plano tangente T verifica

T'={yeR"|Jy(2)y=0}. (12.4)
Prova: Ver Luenberger [11].m

12.2 CONDICOES NECESSARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Teorema 12.2
Seja x* um minimizador local de (12.1). Suponhamos que x* é um ponto
reqular das restricoes. Entao, existe \* € IR™ tal que

Vi) = i A Vhi(z"),

ou, equivalentemente,
Z'(x")V f(z7) = 0,

onde Z(z*) € R™ ™) ¢ suas colunas formam uma base de Nu(J,(x*)).

Prova: Seja z* um ponto regular de S = {z € R" | h(x) = 0}, minimizador
local de (12.1). Entao, para qualquer parametrizacao

z:(a,b) = S, x(t*) =z*, t* € (a,b)
temos que t* é solucao do problema
Mi?eigl’%%ar o(t) = f(x(t)). (12.5)
A condigao necesséria de primeira ordem para (12.5) é ¢'(t*) = 0, portanto,

P(t7) = Jp(a(t))a'(t7) = V' f(2")a'(t7) = 0, (12.6)

ou seja, V f(z*) deve ser ortogonal a qualquer vetor do plano tangente T' a superficie
S em z*.
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Como z* é regular, vale a caracterizagao de T" dada em (12.4) e deduzimos
que existe \* € IR™ tal que

Vf(z*) = Jh(a*)\, (12.7)
ou .
V@) = SN V()
i=1
e

ZH 2" )WV f(z*) =0m (12.8)

Os argumentos para obter (12.7) e (12.8) sao idénticos aos usados em 7.2.

Observemos que estas condigoes sao extensoes imediatas das obtidas em 7.2
para restri¢oes de igualdade lineares. O vetor \* € IR™ é o vetor de multiplicadores
de Lagrange associado as restrigoes.

12.3 CONDICOES DE SEGUNDA ORDEM

Teorema 12.3

Sejam x* um ponto regular, minimizador local de (12.1) e T como em
(12.4). Supomos f, h € C?. Entdo existe \* € IR™ tal que

Vf(@*)+ > NVhi(z*) =0 (12.9)
j=1
e
y'V2L(z*, \*)y > 0 para todoy € T, (12.10)

onde

L(z,\) = f(z) + MNh(z), z € R", A € R™

¢ a chamada funcao lagrangeana.

Prova: (12.9) é o Teorema 12.2.
Supomos agora que z(t) € C?.
A condigao necessaria de segunda ordem para (12.5) é ¢"(t*) > 0.
Agora,
’ t / =~ df /
¢(t) = V' fz(t)'(t) =D oz, ((t));(t),

=1

portanto,
#10) = (5 ()l (o). (12.11)

=1
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Mas

(2 wapein) =V [L ew]err + Lawyer. (212

De (12.11) e (12.12) obtemos

¢(t) = 2/ (t)' V2 f(a(t)a' (1) + V' f(a(t))2" (2). (12.13)
Por outro lado, para qualquer A € R™, j € {1,...,m} et € (a,b),
p3(t) = Ashy(()) = 0.
Portanto, para todo j € {1,...,m} et € (a,b),

pi(t) = AV hy(a(1)a'(t) = 0

Py () = Al (8) V2hy (2 (1)2' (t) + V'hy((t)2" ()] = 0.

Entao,

S RANED)

m t
[ZA Vh;( ] )| 2" (t) = 0. (12.14)
De (12.13) e (12.14) resulta, para t = t*,

() + Wf V43 AV (o W'wy

7j=1
(12.15)
Se x* é minimizador local de (12.1), sabemos que existe A* € IR™ tal que
Vf(z*) + X5 AfVhj(x*) = 0, portanto de (12.15) obtemos

§1) = 2 [V 1)+ 30T

j=1

o' () = 2/ () {VQf(:E*) + i NV2h(z*) |2/ (t°) > 0, (12.16)

J=1

onde 2/(t*) é qualquer vetor de T'.

Dado que

V2L(x,A) = V2f(2) + 30 Ay (),

Jj=1
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(12.10) se segue de (12.16).m

E importante entender o significado de (12.10). As condicdes de segunda
ordem expressam sempre informagoes sobre a curvatura das fungoes. No caso de
restrigoes lineares, nas condigoes de segunda ordem aparece somente a funcao ob-
jetivo. Se consideramos restrigoes nao-lineares, (12.10) significa que as curvaturas,
tanto da funcao objetivo como das restrigoes, devem ser levadas em conta para
caracterizar um minimizador local. De novo, isto estende a analise feita em 7.3, ja
que para restrigoes lineares V2h;(z) = 0.

Na Figura 12.4 ilustramos a importancia da curvatura das restrigoes na car-
acterizagao de um minimizador.

Figura 12.4

Nesta figura observamos que Z é minimizador local de f sujeita a h(z) = 0,
mas ¢ maximizador de f sujeita a g(z) = 0.

No seguinte teorema, damos condicoes suficientes de segunda ordem para
que um ponto regular seja minimizador estrito de f com restricoes nao-lineares de
igualdade.

Teorema 12.4
Sejam x* um ponto regular tal que h(z*) = 0 e T como em (12.4). Se



93

A€ IR™ € tal que
V(") + > N Vh(z*) =0
j=1
y'V2 L(z*, \*)y > 0 para todoy € T — {0},

entdo x* é um minimizador local estrito de (12.1).
Prova: Ver Luenberger [11]|.m
Exercicios

12.1 Considere o problema de encontrar o ponto da superficie f(z,y,z) = 0
mais proximo da superficie g(z,y, z) = 0. Formule esse problema como um sistema
nao-linear. Invente exemplos!

12.2 Sejam f: R" — IR, g : IR™ — IR™, f, g € C*(IR™). Seja T € IR™ tal que
9(T) = 0,V f(Z) = JA(Z)A e V*f(T) > 0. Isso implica que ¢ minimizador local
de f sujeita a g(z) = 07 Prove ou dé um contra-exemplo.

12.3 Desejamos minimizar f sujeita a h;(x) = 0, ¢« = 1, ..., m. Suponha
que T é uma solucao desse problema e que ¥ é regular. Suponha também que
Vf(z) = 0. Calcule os multiplicadores de Lagrange. Interprete geometricamente.

12.4 Encontre todos os pontos estacionarios da funcao
f(z) = —2% — 422 — 1623

sujeita a restri¢ao c¢(x) = 0, onde ¢(z) é dada por:
(a) c(z) = 1 — 1;

(b) ¢(x) = 129 — 1

(c) c(z) = 12073 — 1.

12.5 Seja ¥ um ponto regular, minimizador de f sujeita a h(z) = 0, onde
f:R*" — IR, h: R* — IR™ e f, h € C? com multiplicadores de Lagrange
associados A € IR™. Denotemos por H a matriz hessiana da lagrangeana em
(Z, ), H=V2f(Z)+ X", \V2h;(%), e por A o jacobiano de h em Z, A = J,,(%).
Seja P a matriz de projecao sobre o nicleo de A. Prove que a matriz definida por

B=P'HP + A'A

é semidefinida positiva.
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Capitulo 13

MINIMIZACAO COM
RESTRICOES
NAO-LINEARES DE
IGUALDADE E
DESIGUALDADE

Neste capitulo, consideramos problemas da forma

Minimizar f(z)

sujeita a h(z) =0, g(x) <0, (13.1)
onde f, h, g C', f:IR" - IR, h:IR" — IR" comm <neg:IR"— IRP.
13.1 A REGIAO DE FACTIBILIDADE

Comecemos com um exemplo. Se n = 2, podemos ter, essencialmente, os
casos ilustrados na Figura 13.1.

Em geral, em IR", podemos pensar que uma equagao divide o espaco em
duas partes e que a regiao factivel é a intersec¢ao dos semi-espagos determinados
por cada g; com a superficie h(z) = 0.

A complicacao na caracterizacao dos deslocamentos factiveis a partir de
um ponto x € S é devida as restrigoes de igualdade e a existéncia de restrigoes
de desigualdade ativas no ponto = (g;(z) = 0). Como no caso de restri¢oes
de igualdade, é preciso trabalhar com o conceito de arco factivel. Claramente,
dado um ponto = € S, a caracterizagao dos arcos factiveis depende somente das
restricoes de igualdade e das de desigualdade que estao ativas em x. Neste caso,
também precisamos do conceito de regularidade.

Seja S = {z € R* | h(z) = 0 e g(x) < 0}. Sejam xz € S e
K(x) = {i1,da,..., 15} tais que j € K(x) se e somente se gj(x) = 0. Temos que
0 < s(z) < p. As m restri¢oes correspondentes a h estao sempre ativas. Se r(z)
é o nimero total de restrigoes ativas em x, temos que m < r(x) = m+s(z) < m+p.
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G

Figura 13.1

Definicao 13.1
Dizemos que x € S € um ponto regular se e somente se o conjunto de ve-
tores {Vhy(z),...,Vhn(z), Vgi,(2),..., Vi, (2)} € linearmente independente.

E possivel mostrar que um arco factivel diferencidvel tal que x(t) = T estd
caracterizado por

Jn(2)2' (1) =0

Vig;(2)2'(t) <0, para todo j € K(%).

Ver a Figura 13.2.
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C Gfx)=0 :
x'(¥)
W :
/

(1)
/9.(x!=,0

13.2 CONDICOES NECESSARIAS DE PRIMEIRA ORDEM
(KUHN-TUCKER)

Figura 13.2

Teorema 13.1
Consideremos o problema (13.1). Seja x* um ponto factivel e regular. Seja
K(x*) = {i1(x¥),. .., i@ (x*)} o conjunto de indices correspondentes as restri¢oes
de desigualdade que estio ativas em x*. Seja Wy € IR**)*n,

vtgli (ZL‘*)
Wi =|": ) (13.2)
vtgis(z*)(x*>
Se x* € um minimizador local de (13.1), entdo existem \* € IR™ e

p* € IR tais que
V(@) + Jo(x )N+ Wep* =0 (13.3)

g > 0 para todo k tal que 1 < k < s(x™). (13.4)

Prova: Se z* é um minimizador local de (13.1), entdo também é minimizador
local do problema:
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Minimizar f(x)

sujeita a h(z) =0, g;,(z) =0, ..., gi ., (x) =0. (13.5)

O Teorema 12.2 garante que existem A\* € R™ e pu* € IR*™) que
verificam (13.3).
Para provar (13.4), suponhamos que existe k tal que 1 < k < s(z*) e
i < 0. Sejam S e T respectivamente a superficie e o plano tangente definidos pelas
igualdades que restam em (13.5) se retirarmos a correspondente a i, (g, (z*) = 0).
Como z* é um ponto regular temos que as linhas da matriz B € IR™+5E)*" dada,
por

B= l é};}iﬂf)

sao linearmente independentes e, portanto, existe y € T tal que V'g;, (%) y < 0.
Seja x(t) um arco factivel em S tal que z(t*) = z* e 2/(t*) = y. Parat > t*,
suficientemente pequeno, x(t) € S. Entao, t* deve ser solucao de

Minimizar ¢(t) = f(z(t))

sujeita a t > t*. (13.6)
Usando a regra da cadeia obtemos
¢'(z(t) = V' f(2")'(t") = V' f(2")y.
Logo, por (13.3) e a definigao de T, resulta
¢ (@) = —upV'gi, (a")y.

Porém, de pj < 0 resulta ¢'(z(t*)) < 0, o que contradiz o fato de t* ser solucao de
(13.6). Portanto, necessariamente u; > O.m

Observagao: Se compararmos esta prova com aquela feita para restrigoes
lineares em 12.2, notaremos que as idéias sao essencialmente as mesmas, e que a
unica dificuldade é a necessidade de introduzir os “arcos”factiveis. Ver Figura 13.3.
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£ verifica (13.3)-(13.4)

# néo verifica (13.3)-(13.4)

Figura 13.3

13.3 CONDICOES DE SEGUNDA ORDEM

Teorema 13.2
Suponhamos f, h, g € C%. Seja x* um minimizador local de (15.1).
Supomos que x* ¢ reqular. Entdo, existem \* € R™, u* € IR*®") tais que (13.3) e
(13.4) se verificam e, além disso, a matriz V2L(x*, \*, u*), definida por

m s(z”)
VEL(x*, X ) = V2 f (%) + DA VPh(a™) + Y puiVigs, (a%), (13.7)
i=1 j=1

verifica
Y V2 L(x*, N, i)y > 0 para todo y € T = {y € R™ | By = 0},
onde

o [467]

e Wi € como no Teorema 13.1.
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Prova: z* deve ser solucao do problema:
Minimizar f(z), sujeita a h(z) =0, g;,(z) =0, ..., gi .., (x) =0,
e o resultado desejado ¢ deduzido do Teorema 12.3.m
Teorema 13.3
Sejam f, h, g € C?. Seja x* factivel em (13.1) tal que existem \* € IR™
e ' € R com pi > 0paratodok € {1,... s(x*)} e
V(@) + S5 VA () + S35 15 Vs, (27) = 0.

J

Suponhamos que V2 L(x*, \*, u*), definida como em (13.7), verifica
Y’V L™, X 1)y > 0
para todo y € T" = {y | Ju(z*)y =0e Vg;(z*)y =0V j € £}, onde
K ={j € K@) | 1} > 0}.
Entao, z* é um minimizador local estrito de (13.1).

Prova: Ver Luenberger [11].m
Exercicios

13.1 Em IR? considere as seguintes restricoes:

1 >0 T9 >0 Ty — (11— 1) <0
Prove que (1,0)" é factivel mas nao é regular.
13.2 Considere o problema

Minimizar(z + 1)* 4 (y — 1)
sa2y—1=0
(1-2)4—2*~y*) <0
100 — 222 — y* > 0.

Resolva o problema graficamente e encontre os valores exatos dos multipli-
cadores de Lagrange usando as condi¢oes Kuhn-Tucker.



101

13.3 Considere o problema

Maximizarz}
sa.(r] —x9)% >0
(z1 + 13— 2)° <0.

Resolva e analise as condigoes de otimalidade.

13.4 Considere o problema
Minimizar f(x)

s.a. u(x) <0, v(x) <0.

Suponha que T é uma solucao regular do problema acima. Defina problemas
onde isso acontece e:

(a) u(@) = v(z) = 0;
(b) u(Z) < 0,v(F) = o
()u(()<0v()

(d) u(Z) = v(Z) = 0 e um dos multiplicadores é zero.

13.5 Encontre todas as solugoes globais do problema de maximizar x; sujeita
as restricoes:

T9g—senx; =0
x%—le

13.6 Considere o problema

Minimizarz;
s.a.xy > 0

Ty < a::{’
Qual é a solucao? Por que nao se verificam as condigoes Kuhn-Tucker?
13.7 Resolva os problemas abaixo usando as condi¢oes Kuhn-Tucker:

(a) Minimizar 37 (1/x;) s.aa. S af=n, ;> 0,i=1, ..., n;
(b) Maximizar [}, x; s.a. S0, 22 = n.
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13.8 Considere o seguinte problema

Minimizar—x; + o
2 2
s.a.xy +x5 —2r; =0
(71,22) € X,

onde X ¢é o conjunto formado pelas combinagoes convexas dos pontos
(—=1,0),(0,1),(1,0) e (0,—1). Encontre a solugdo étima graficamente e veri-
fique se as condigoes Kuhn-Tucker sao cumpridas na solugao obtida.

13.9 Os seguintes desenhos mostram duas restri¢oes g(z) < 0, h(z) < 0 e o

gradiente de uma funcao f num ponto factivel Z. Em cada caso, diga se T é um
maximizador, minimizador ou “nada’”.

() (f)

s
<

—~
=
~
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13.10 Sejam f : R —- IR, g : R" — IR™, r : IRP — IR e h : IRP — IR%.
Considere os problemas

(P) Minimizar f(x) (Q) Minimizar r(x)
s.a. g(z) <O0. s.a. h(z)=0.

Mostre como transformar (P) em (Q) e vice-versa.

13.11 Encontre a solugao (7, y) do problema abaixo em fungao do parametro
nao-negativo a:

Minimizar—zx + y

s.a.y > 22
0<z<a
0<y<l

13.12 Considere o conjunto S = {(z,y) € R* | y > sen z, y < z, = < 7}.
Exiba uma fungao f tal que o minimizador dela no conjunto S nao satisfaca as
condigoes Kuhn-Tucker. Justifique.

13.13 Considere o problema

Maximizarz?® + (y — 1)?
sa.y <2
Yy > COSTE
r+1>0
r—1<0.

Resolva o problema graficamente e encontre os multiplicadores de Lagrange
utilizando as condi¢oes Kuhn-Tucker.

13.14 Seja f : R" — IR, f € C'. Seja d € IR™ a solugao do seguinte problema:
Minimizar V' f(z)d

s.a. Ad <0, ||d||? < e,

onde A € R™*", m < n e posto A =m e c ¢ uma constante positiva. Escreva
as condigoes de otimalidade e interprete geometricamente. Prove que V' f(x)d < 0.
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Capitulo 14

ALGORITMOS PARA
RESTRICOES
NAO-LINEARES

O desenvolvimento de algoritmos para resolver o problema geral da pro-
gramacgao nao-linear (fungdo objetivo nao-linear e restri¢oes nao-lineares) é uma
tarefa dificil. Este continua sendo um campo de pesquisa aberto e trabalhos novos
surgem continuamente.

Podemos considerar que hé basicamente trés categorias de métodos:

1. Métodos de penalizagao e barreira.

2. Programacao quadratica seqiiencial.

3. Gradiente reduzido generalizado.

Apresentamos a seguir as idéias basicas que caracterizam cada uma
destas categorias.

14.1 METODOS DE PENALIZACAO E BARREIRA
Estes métodos sao os primeiros que surgiram na tentativa de lidar com
restricoes nao-lineares. Essencialmente a forma de lidar com elas é: nao lidar com

elas!

Para facilitar a exposi¢ao, nos métodos de penalizacao consideraremos apenas
o problema

Minimizar f(z)

sujeita a h(z) =0, (14.1)

onde f:IR"— IR, h:IR"— IR™, m <n.
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Dado o problema (14.1), associa-se uma seqiiéncia de problemas irrestritos,
de modo que as solugoes desses problemas se aproximem da solucao do problema
original.

A funcao objetivo do problema irrestrito associado é:

onde p > 0 é um parametro. Quanto maior for o valor de i, estamos penalizando
mais o fato de h;(z) ser diferente de 0, para algum i.

A idéia fundamental é que se p cresce indefinidamente, a solugao de ¢(x, p)
serd cada vez mais proxima da solucao de (14.1).

Basicamente, a resolucao de um problema de programacao nao-linear pelo
método de penalizacao consta dos seguintes passos:

Algoritmo 14.1

Passo 1: Dado uy, obter x(uy) solu¢ao do problema irrestrito

Minimizar ¢(z, ).

Passo 2:  Se ||h(z(ux))|| € suficientemente pequeno (ou seja, x(py) € “quase
factivel”), parar. Caso contrdrio, escolher pu*+1 > p¥ e repetir o Passo 1.
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No livro de Luenberger sao apresentadas as propriedades tedricas destes
métodos. Com hipéteses bastantes fracas é possivel demonstrar que o processo
descrito acima converge & solugao de (14.1). Na prética, quando o parametro de
penalizacao py ¢ muito grande, os resultados computacionais obtidos na resolugao
dos problemas irrestritos associados podem nao ser confidveis. Na tentativa de
evitar esta “falha”dos métodos de penalizacao foram introduzidas modificagoes
que dao lugar a métodos mais eficientes.

Assim, surgem os métodos de lagrangeano aumentado, que resolvem uma
seqiiéncia de problemas irrestritos onde a funcao objetivo é

oe A1) = (o) +§; M () + uf;<hi<x>>2.

O leitor interessado em compreender as razoes pelas quais isso é melhor que a
simples penalizagao, achard matéria introdutéria e referéncias sobre o assunto no
livro de Fletcher [5].

Lancelot, um pacote computacional desenvolvido recentemente por Conn,
Gould e Toint [3], que utiliza um método deste tipo, esta disponivel para os usuérios
interessados.

Os métodos de barreira sao parecidos aos de penalizacao. Se aplicam a prob-
lemas do tipo

Minimizar f(z)
sujeita a h(x) <0,

onde a regiao factivel deve ter interior nao vazio. A diferenca essencial é que nos
métodos de penalizagao as aproximagoes sucessivas da solucao nao sao factiveis, e
nos métodos de tipo barreira, ao contrario, elas sao sempre factiveis estritamente.

Por isso, também sao chamados métodos de pontos interiores.
Os problemas irrestritos tipicos para os métodos de tipo barreira sao

Minimizar ¢(z, u),

onde
ofe) = 1)~ 1 Y s

m
Sz, ) = () — py_ tn(—hi()).
i=1
Estes métodos também sao tratados nos livros classicos. O interesse por
estes métodos ressurgiu depois da revolugao introduzida na programagao linear
pelo trabalho de Karmarkar [9]. Uma excelente referéncia para as relagoes entre a
programagao linear e os métodos de tipo barreira é Gonzaga [8].
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14.2 PROGRAMACAO QUADRATICA SEQUENCIAL

Programacao quadratica é um caso particular do problema que analisamos
no Capitulo 11. Trata-se de minimizar uma fungao quadratica sujeita a restrigoes
lineares de igualdade e/ou desigualdade. Nao é trivial desenvolver algoritmos efi-
cientes para este problema, um dos mais simples de programacao nao-linear. Uma
boa referéncia é o Capitulo 10 de Fletcher [5].

A programagao quadratica seqiiencial é uma abordagem para resolver prob-
lemas gerais de programagcao nao-linear, que consiste em resolver uma seqiiéncia
de problemas de programacao quadratica.

Dada ¥, uma aproximagao & solugao de (14.1), associamos o seguinte prob-
lema de programagao quadratica:

1
Minimizar ¢(d) = V' f(z")d + idtde

sujeita a h(z*) + J} (2F)d = 0. (14.2)

Pelas condigoes de otimalidade de segunda ordem, vistas em (14.1), o ideal
seria que QF fosse uma aproximacao de V2L (z*, \¥), sendo \* uma estimativa dos
multiplicadores de Lagrange associados a z*.

Os métodos de programacao quadratica seqiiencial tém a seguinte estrutura
geral:

Algoritmo 14.2

Passo 1. Dados z* e \¥, estimadores de x* e \*, resolver (14.2), determinando
di e N1 onde NFtY ¢ o vetor de multiplicadores de Lagrange associado ¢ solucdo

Passo 2. Definir 1 = 2% + aud,, onde ap. € escolhido de maneira a fazer
kO, k
decrescer uma “funcdao de mérito”adequada.

Passo 3. Calcular Q**', em geral, dependendo dos multiplicadores de Lagrange
do subproblema quadrdtico resolvido no Passo 1.
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Os problemas de como estimar \* e como atualizar Q* sao discutidos

junto com as propriedades de convergéncia deste tipo de métodos no Capitulo 12
de Fletcher [5]. No Capitulo 6 de Gill, Murray e Wright [7], o leitor achard uma
extensa lista de bibliografia relacionada.

Em relacao ao software desenvolvido existe um trabalho recente de Mahid-
hara e Lasdon [12].

Nos problemas com desigualdades, os problemas quadraticos associados
também tém restricoes de desigualdade. Um método de restricoes ativas pode ser
utilizado neste caso para resolver os subproblemas.

14.3 GRADIENTE REDUZIDO GENERALIZADO

No Capitulo 8 fizemos uma breve referéncia ao método do gradiente re-
duzido para o caso de restricoes lineares de igualdade. Lembramos aqui que a
idéia era expressar algumas variaveis em funcao das outras. A generalizacao deste
método para o caso de restricoes nao-lineares consiste em aproximar linearmente as
restri¢oes numa vizinhanga de uma aproximagao z* da solugao de (14.1). Com essa
aproximagcao linear podemos proceder como no Capitulo 8. As matrizes usadas,
que naquele caso eram constantes, agora dependerdo de z*. Os deslocamentos que
produzimos com este processo sao sobre o plano tangente a superficie de restrigoes,
o que nos fornecerd um novo ponto, em geral, nao factivel.

Portanto, este método deve incorporar um processo para voltar a superficie
definida pelas restrigoes. A implementacao de um algoritmo para programacao
nao-linear com estas caracteristicas nao é facil.

Uma descricao e discussao das propriedades deste método, conhecido como
gradiente reduzido generalizado (GRG), pode ser encontrada no Capitulo 11 de
Luenberger [11].

Existem varios pacotes computacionais eficientes que utilizam o GRG. Ver
Abadie [1] e Lasdon [10].

Exercicios

14.1 Proponha um método que combine penalizacao com barreira para
minimizar c'z sujeita a Az = b, * > 0, ondec, v € R*, b € R™ e A €¢ R™".
Calcule o gradiente da funcao penalizada.

14.2 Considere a funcao de penalizagao

() = 1)+ 3 e expAihs () /1),

=1

onde p, A€ R™, u; >0, i =1, ..., m, para resolver o problema (P):
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Minimizar f(z) s.a. h(z) =0, i=1, ..., m.

Seja T uma solugao regular de (P) com multiplicadores associados X e R™.
Prove que ¥ é um ponto estacionério de gzﬁxu(x)

14.3 Considere o problema de minimizar f sujeitaax € R={x € R" | g(x) <
0}. Para os seguintes casos, desenhe as curvas de nivel da funcao penalizada.

(a) | (b)

vf

(c) | (d)

14.4 Considere o problema de minimizar f sujeita a x € S, onde f : IR" — IR
e S C IR". Seja P uma funcao de penalizacao para S e suponha que a funcao
penalizada q(z, u) = f(z) + pP(z) para p = i tem um minimizador global em 7 e
que T € S. Prove que ¥ é um minimizador global do problema original. Interprete.

14.5 Seja T minimizador global de f sujeita a x € S, onde f : IR" — IR e
S C IR". Seja T um ponto nao factivel para esse problema. Prove que existe @ > 0
tal que ¢(Z, ) < q(Z, p) para todo p > 11, onde g(x, ) = f(x) + pP(x) e P é uma
funcao de penalizacao para S.
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14.6 Considere o problema de minimizar c'x sujeita al < z < wu, onde x, [, u €
R".

(a) Encontre as condigoes de otimalidade;
(b) Faga um desenho em IR?, considerando os diferentes casos possiveis relativos
a localizagao da solucao;
(c) Nos diferentes casos, desenhe as curvas de nivel da fungao penalizada.

14.7 Considere o problema de minimizar f sujeita a x € S, onde S C IR". Seja
Z(p) minimizador local da fungao penalizada q(z, ) = f(x) + pP(z), onde P é
uma funcao de penalizacao para S. Seja ¥ = Mhrgo’x\(;z) Suponha que x € S. O

que voce pode afirmar sobre T em relagao ao problema original?

14.8 Considere o problema de minimizar f(z) sujeita a h(z) =0, f: R" —
R, h : R® — R™ e f, h € C'. Seja ¥ uma solucio regular desse problema.
Suponha que pelo menos um dos multiplicadores de Lagrange associados a = é
diferente de zero. Prove que ¥ nao é minimizador local de q(z, 1) = f(x)+pllh(z)|?
para nenhum valor finito de p.

14.9 Considere o problema de minimizar f(z) sujeita a h(z) = 0, onde
f:IR" — IReh:IR"— IR™ Considere o problema penalizado, de minimizar
q(x, ) = f(z) + pl|h(z)]|3. Mostre que os multiplicadores de Lagrange resultam
ser os limites de certas quantidades que dependem do parametro de penalizacao.

14.10 Ao aplicarmos o método de penalizagao ao problema
Minimizar — x1 — 9 + T3

s.a. xi’—i—x;),g 1, xf—l—m%%—x?}ﬁ 1,0<z23<1
obtivemos os seguintes resultados:

M a*

1 (0.8344,0.8344, —0.4548)*
10 (0.7283,0.7283, —0.0879)*
100 (0.7096,0.7096, —0.0099)"
1000 (0.7074,0.7074, —0.0010)"

W N = O

Utilize os dados acima para estimar a solugao 6tima e os multiplicadores de
Lagrange, juntamente com as restrigoes ativas. Discuta a precisao atingida.
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Apéndice A

NOTACOES

1. IR™ é o conjunto dos vetores coluna

x
X2
Tr =
T
2. 2t = (21,29, ...,2,) (vetor transposto).

3. 'y = x1y1 + ays + - - - + Ty, (produto escalar).

4. ||lz|| = (2'z)2 (norma euclideana).

5. Para x, y € IR", = < y significa que x; < y; para todo i € {1,2,...,n}.
6. B(w,e) ={y € R"| [ly — [ <e}.

7. IR™™ ¢ o conjunto de matrizes de m x n. Se A € IR™ ", denotamos A’ a
matriz transposta.

8. I é a matriz identidade (a;; =0sei#j e a; =1).

9. Dada A € IR™ ", posto A é o cardinal do maior conjunto de vetores
linearmente independentes que é possivel formar com as colunas de A.

A
10. Se A€ R, A = supd 2l
a0 |||
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11. Se S C IR", § é o interior de S, ou seja,
S={zeS|3e>0]|B(x,e)C S}
g(a)

12. Dizemos que uma fungao g(a) é um o(a) se e somente se lir% — =0.
a— IeY

13. Gradiente de f: of
3761(95)
Vi) = :
of
37%(95)

82
14. Matriz hessiana de f: V2f(z) = [ f(x)}
axi(?xj
15. Se g : R™ — IRP, Jy(x) € IRP*™ denota a matriz jacobiana de g em z. A
j-ésima linha de J,(z) é V'g;(x).

16. C* denota o conjunto de funcoes f : IR" — IR tais que todas as derivadas
de ordem menor ou igual a k£ sao continuas.

17. Se a matriz A é semidefinida positiva (z'Az > 0 para todo = € IR"),
escrevemos A > 0. Analogamente, se A é definida positiva (z'Az > 0 para todo
x #0), escrevemos A > 0.
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