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Optimizacion
Capitulo 2 – Problemas y Algoritmos


En este capitulo veremos:

1. ejemplos de problemas con algoritmos de tiempo polinomial y el calculo de su complejidad computacional. 

2. ejemplos de problemas NP-completos y NP-hard.

3.   Reduccion entre problemas.

1.  Algoritmos de tiempo polinomial 

1) Camino optimo (Algoritmo de Dijkstra) Complejidad=O(n2)

2) Ordenar x1,...,xn (bubble sort) Complejidad= n(n-1)/2

3) Ordenar x1,...,xn (merge sort) Complejidad= O(n lgn)

4) Algoritmo Kruskal para MST y su complejidad

2 . Bubble sort

El siguiente algoritmo usa la estrategia "local search" para ordenar n numeros,

Comparar xi con xi+1 (i=1,2,...,n-1) e intercambiarlos si xi>xi+1
Repetir para i=1,2,...,n-1. Esto es una pasada.

En la primera pasada max xi queda en el ultimo lugar

Repetir n-1 pasadas (todos los numeros quedan ordenados)

El numero de comparaciones para las n-1 pasadas es n-1+n-2+...+1= 

(n-1)n/2

3. Merge Sort

El siguiente algoritmo usa la estrategia "divide and conquer"

Dividamos  el cjto x1,...,xn en dos partes iguales si n=par, o en dos partes que difieran en uno si n es impar. Llamemos Ay B a estas 2 partes. Observemos que si A y B estuvieran ordenadas entonces necesitamos a lo sumo n-1 comparaciones para ordenar A(B.

Llamemos:

f(n)= numero de comparaciones para ordenar un conjunto de n numeros partiendo el conjunto en 2 partes, ordenando cada parte y luego ordenando la mezcla de ambas.

Observamos que si n es par vale recurrencia f(n)= 2f(n/2)+n-1. Tenemos la condicion de borde f(2)=1 y f(1)=0
Teorema

f(n)=O(n log n)

Demostracion
Si n=2k, aplicando la relacion sucesivamente obtenemos:

f(n)= 2 f(n/2 ) + n-1

2f(n/2)=22f(n/22) + n-2

22f(n/22)=23f(n/23) + n-22

...

2k-1f(n/2k-1)= 2kf(n/2k)+ n-2k-1

f(n)= 2k f(n/2k ) + nk – (2k-1)

Como k= log2n podemos escribir:

f(n)=nlog2n +n-1  para n=1,2,22,23,...

Queremos ahora ver que f(n)=O(n log n)

Esto es cierto si n es una potencia de 2 como acabamos de mostrar. Consideremos ahora un n cualquiera. Existe k tal que 2k-1(n<2k. La funcion f(n) es no decreciente asi que

f(n)<f(2k)(M 2k log 2k= 2M 2k-1 log 2k= 2M n log 2k = 2M n k= 2M n (k-1+1)= 2M n (log n +1)= O(n log n)(
Así que merge sort es mas eficiente que bubble sort.

4. Algoritmo de Euclides

Sea a>b dos numeros naturales. El algoritmo de euclides encuentra el mcd{a,b}. Sea r1 el resto del cociente a/b,  r1=a - [a/b]b (r1<b). 

Vemos que cualquier divisor de a y b divide a r1. Por lo tanto, mcd{a,b}=mcd{b,r1 }. 

Sea r2 el resto del cociente b/r1 ,  r2=b - [b/r1]r1 . Por lo tanto,

mcd{b,r1 }= mcd{r1 ,r2}

Como rn decrece estrictamente para algun n rn es el mcd buscado.

Complejidad del algoritmo

Tenemos que

a - [a/b]b = r1
Como r1<b

a - [a/b]r1 > r1

a>(1+[a/b]) r1

Como a(b

a>2 r1.

Deducimos que 

r1( a/2

r3( a/22

r5( a/23
r2n+1 ( a/2n+1
de donde la cantidad de iteraciones es a lo sumo log a

Por otra parte el tamaño del input es log a + log b ( 2 log a.

Asi que

numero de iteraciones( log a/log 2 ( C (tamaño del input).

2.  Problemas Hard

La mayoría de los problemas combinatorios no parecen tener algoritmos polinomiales que los resuelvan. Se da el hecho de que si existiera para uno solo de ellos un algoritmo polinomial todos los demas podrian reducirse al mismo y tendrian un algoritmo polinomial pero para ninguno de ellos se ha hallado un algoritmo polinomial. Precisaremos esta cuestion mas adelante. En esta sección daremos una serie de ejemplos de problemas de este tipo. Distinguimos entre problemas de decision y problemas de optimizacion. Un problema es de decisión si su respuesta es un si o un no.

Ciclo Hamiltoniano (HC)
Sea G un grafo. Un ciclo se dice hamiltoniano si pasa una sola vez por c/u de sus vertices. Dado G existe algun ciclo hamiltoniano?

Camino Hamiltoniano (HP)

Sea G un grafo. Un camino se dice hamiltoniano si pasa una sola vez por c/u de sus vertices. Dado G existe algun camino hamiltoniano?

Si G es dirigido un camino dirigido que pasa una sola vez por cada vertice se llama hamiltoniano. Dado G dirigido existe un camino dirigido hamiltoniano?

Traveling Salesman Problem (TSP y TSPD)

Sea G un grafo completo y c un costo entero definido sobre c/u de sus ramas. Hallar un ciclo hamiltoniano de mínimo costo es el problema de optimizacion TSP. Responder solo si el costo mínimo es (B es un problema de decision llamado TSPD (B se llama el Budget)

Integer Linear Programming (ILP)

A es una matriz de enteros de m por n de y b un vector de m enteros. 1) Existe un vector de enteros x tal que Ax=b? 2) Cuando se agrega en 1) la condicion que x sea cero 0 ó 1 llamamos al problema binario. 3) Cuando se pide hallar el x en forma que cx sea mínimo (o maximo) se habla del problema ILP de maximización.

Satisfiability (SAT y 3-SAT)

Consideremos variables logicas x,y,z,... cuyos valores son V (verdadero) y F (falso) entre las cuales tenemos definidas las operaciones producto (xy) y suma (x+y) y el operador negación que indicamos con un apóstrofe (x'). A toda expresion con estas variables ligadas por estas operaciones las llamamos una expresion booleana.

A una expresion booleana que solo contenga sumas y negaciones la llamamos una clausula. A una expresion booleana que sea un producto de clausulas la llamamos normal. Por ejemplo,

(x+y')(y+z+t)(z)

Dada una expresion booleana, llamamos asignacion a sustituir cada una de sus variables por V ó F. Si existe una asignacion tal que el resultado es V decimos que la expresion es satisfecha.

El problema SAT pregunta, para una dada expresion booleana normal, si existe una asignacion que la satisface.

El problema 3-SAT es el caso particular cuando todas las clausulas tienen 3 terminos.

Knapsack y Particion

1) Sea P (entero no negativo) el peso máximo que puede soportar una mochila. Sean p1, p2,...,pn (enteros no negativos) los pesos de n items. Existe un subconjunto de items cuyo peso es igual P?  2) Sea v1, v2,...,vn el valor de c/ item. Entre todos los subconjuntos de items que pesan P hallar el de máximo valor. 3) Problema de particion: se puede dividir el cjto enteros p1, p2,...,pn de forma que ambas partes pesen lo mismo?

Clique, cubrimiento, cjto independiente.

1) Sea G=(V,E) un grafo. Decimos que un subcjto A de V forma un clique si u,v(A implica que (u,v) (E.  2) Decimos que un subcjto A de V es independiente si u,v(A implica que (u,v) (E. 3) Decimos que un subcjto A de V forma un cubrimiento por vertices si (u,v) (E implica que u ó v (A. Tres Problemas: Dado G hay un clique A tal que (A(=k, hallar un cjto independiente A tal que (A(=k, hallar un cubrimiento A tal que (A(=k.

Exact Cover

Sea S un conjunto finito y F Una familia de subconjuntos de S. Una subfamilia de F que formen una particion de S lo llamamos un exact cover . Dado S y F existe un exact cover? 

Colorabilidad

Sea G un grafo. Pintemos cada vertice con uno de k ((2) colores. Si podemos hacer esto de manera que los extremos de c/rama tengan distintos colores decimos que G es k-colorable. Dado G es k-colorable?

3. Reduccion 

Si el problema A puede resolverse usando el problema B decimos que B es más complejo que A o que B es harder que A y escribimos A(B. Se supone que la transformacion que permite obtener el planteo de B a partir de A es de tiempo polinomial. Se deduce que si B se pudiera resolverse mediante un algoritmo de tiempo polinomial entonces A tambien porque la composicion de transformaciones polinomiales es polinomial.

Teorema 1

HC(TSPD

Demostración

Sea G=(V,E) queremos saber si tiene un ciclo hamiltoniano. Sea G'=(V,E(E') el grafo completo correspondiente a G. Definimos un costo en cada rama de G' que es 0 si la rama pertenece a E y vale 1 si pertenece a E'. Entonces G tiene un ciclo hamilt. sii el costo optimo es (0 para el TSPD de G'.( 

Teorema 2

(1) TSPD( TSP  (2) TSP( TSPD

Demostracion

 (1) es obvio. (2) Supongamos que queremos resolver TSP con un algoritmo que resuelve TSPD. Sea cmax el costo maximo de las ramas de G y sea c* el costo minimo de un ciclo hamiltoniano. Entonces 0(c*(ncmax donde n es el numero de ramas de cualquier ciclo hamiltoniano (=nro de vertices de G). Usando el algoritmo para TSPD para B= ncmax/2  podemos determinar a que semiintervalo de (0,cmax) pertenece c*. Usando la busqueda binaria determinamos cuanto vale c* el valor del optimo ciclo de G.

Cambiemos el costo cu de una rama u de G y pongamos igual a cu= ncmax+1. Apliquemos el alg. para TSPD con B=c*  entonces el alg. respondera que el costo minimo es (c* sii la rama u no pertenece a un ciclo optimo. Si u no pertenece a un ciclo optimo suprimimos u. De esta manera podemos repetir el procedimiento hasta que las ramas que queden sean la de un ciclo optimo. ( 

Teorema 3

h path( hcycle y h cycle( h path.

Demostración

Para ello basta mostrar que a partir de un grafo G=(V,E) podemos construír un G' tal que G tiene un circuito hamiltoniano si y solo si G' tiene un camino hamiltoniano.

A) Construímos G' de la siguiente manera. Agregamos 3 vértices nuevos  a G: a,b y c y agregamos dos ramas nuevas (a,b) y (c,v0) donde v0 (V. Finalmente, agregamos ramas nuevas  (b,x) para cada x adyacente a v0 en G.











Consideremos un circuito hamiltoniano en G= vo,...,x,v0. Restemos la rama (v0,x) de dicho circuito. Lo que resta es una camino de v0 a x al cual le agregamos ahora las ramas (a,b), (b,x) y (c,v0) formando un camino hamiltoniano en G'.

b) Consideremos un camino hamiltoniano en G'. Entonces (a,b) y (v0,c) son forzosamente las ramas inicial y final del camino. Escribamos la secuencia de vértices de este camino: (a,b,x',...,v0,c). Pero x' debe ser adyacente a v0 por construcción de la rama (b,x'). Asi que (x',...,v0,x') es un circuito hamiltoniano en G. (
Teorema 4

El problema  de decision ILP de averiguar si Ax=b x(0 es factible (A y b enteros) es transformable al problema de optimizacion min cx s.t. Ax=b x(0

Demostracion

Sea dado el problema de encontrar x(0 tal que Ax=b. Sumemos la variable z al primer miembro de la ecuacion y consideremos el problema de optimizacion 

min z  

s.t. (e1+A)
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el min z es 0 sii Ax=b x(0.

Teorema 5

El problema SAT es transformable al problema de P.L.Entera: min cx s.t. Ax=b, x(0.

Demostracion

Nos limitamos a dar un ejemplo particular que sugiere la demostracion general. Consideremos le expresion booleana normal:

(x​1 +x2 +x3 )(x1' +x2 )(x2' +x3 )(x3' +x1 )(x1' +x2' +x3' )

La expresion es satisfecha sii cada factor es satisfecha. Consideremos cada variacle logica como si fuera una variable binaria. Entonces la expresion booleana es satisfecha sii el siguiente ILP tiene solucion

x​1 +x2 +x3(1

(1-x1) +x2(1

(1-x2) +x3(1

(1-x3) +x1(1
(1-x1)+(1-x2) +(1-x3)(1

Observamos que cada inecuacion se transforma en una ecuacion restando una variable entera si y agregando la restricción si(0 (i=1,2,...,5). Por ejemplo la primera ecuacion es satisfecha sii x​1 +x2 +x3 - s1=1(
Teorema 6

HC(ILP

Demostracion

Sea xij= 1 si el vertice i ocupa el lugar j en un ciclo hamilt.

          = 0 otherwise.

El vertice i tiene que ocupar un solo lugar k asi que debe ser:

(k xik =1  i=1,2,...,n

El lugar k debe ser ocupado por un solo vertice i asi que debe ser:

(i xik =1   k=1,2,...,n

i,k solo pueden ser sucesivos en un ciclo sii (i,k) es una rama del grafo. Esto lo expresamos mediante la siguiente condicion:

xik + xjk+1( 1 + eij   i,j,k=1,2,...,n

donde eij=1 si ij es una rama y 0 si no. Las condiciones senialadas se satisfacen sii existe un ciclo hamiltoniano en el grafo(
Teorema 7

1) Particion(Knapsack 2) Knapasack(Particion

partición a knapsack

Dado el problema particion a1,a2,...,an
Si la suma de los ai es impar entonces partición no tiene solución. Supongamos que H=1/2 (iai es entero entonces particion se reduce al problema knapsack: 

a1,a2,...,an y H.

knapsack a partición
Dado el problema de knapsack a1,a2,...,an y K.

Consideremos el problema de particionar a1,...,an,(2H+2K), 4H  

donde H=1/2 (iai.

En una particion de los n+2 números (si existiera) los dos ultimos deben estar en partes distintas. La particion sería 

(i(P ai + 4H = (i(P ai + 2H+2K  




(1)

Sumando (i(P ai a ambos términos

2(i(P ai +4H= 4H + 2K

(i(P ai = K







 (2)

Así si hay solución de partición (1) hay solución de knapsack (2). Reciprocamente, si (2) tiene solución sumando 4H en ambos términos de (2) hay solución (1) de partición (
Teorema 8

Los problemas cubrimiento por vertice, independientes y clique son transformables polinomialmente unos a otros.

Demostracion

Sea G=(V,E) un grafo.

a) A(V es independiente sii V\A es un cubrimiento por vértices.

Dem: Sea (u,v)(E entonces ambos u y v no pertenecen a A, es decir, por lo menos uno de los dos no pertenece a A, es decir, uno de los dos pertenece a V\A, es decir, para toda rama uno de sus extremos pertenece V\A.

Definición  Gc es el grafo que tiene los mismos vértices que G pero que sus vértices son adyacentes sii no son adyacentes en G.

b) A es independiente en G sii Aes un clique en Gc
Dem: Obvia. (
Teorema 9

 sat  ( 3-sat 
A) Primero, probamos que una clausula booleana con mas de 3 literales se puede reemplazar por una conjunción de clausulas con 3 literales c/u.

z1 +z2 + ...+zk   k(4   (1)

(z1 +z2 + y1 ) (~y1+z3+y2) (~y2+z4+y3) ... (~yk-4+zk-2+yk-3) (~yk-3+zk-1+zk)  (2)

Supongamos que se satisface (1). Sin restar generalidad, sea z1=1. Entonces poniendo yi=0 en (2) esta queda satisfecha.

Supongamos que no satisfacemos (1), es decir, zi=0. Entonces no puede satisfacerse (2). En efecto, si fuera (2) verdadero ( y1=1, y2=1,... y la ultima clausula de (2) resulta falsa.

Por lo tanto (1) es satisfecha sii (2) es satisfecha.

B) Segundo, probamos que una clausula booleana con 2 literales se puede reemplazar por una conjuncion de clausulas con 3 literales c/u.

z1 +z2   








(1)

(z1+z2+y1) (~y1+y2+y3) (~y1+y2+~y3) (~y1+~y2+y3) (~y1+~y2+~y3)
(2)

si (1)=1 entonces poniendo yi=0 es (2)=1

si (2)=1 no puede ser z1 +z2=0. 

En efecto si fuera z1 +z2=0

entonces y1=1

y2+y3 = 1

y2+~y3=1

( y2=1

( y3=1

Entonces el ultimo termino es falso (  (2)=0 contradiccion

C) Tercero, probamos que una clausula booleana con 1 literal se puede reemplazar por una conjuncion de clausulas con 3 literales c/u.

z1  









(1)

(z1+y1+y2) (~y1+y3+y4) (~y1+y3+~y4) (~y1+~y3+y4) (~y1+~y3+~y4)



      (~y2+y3+y4) (~y2+y3+~y4) (~y2+~y3+y4) (~y2+~y3+~y4) 
(2)

si z1=1 entonces (2)=1 poniendo ~y1=1 y ~y2=1

Demostramos la implicacion inversa mostrando que (2)=1 y z1=0 es contrad.

Si z1=0 entonces either y1=1 or y2=1

a)~y1=0 (      ~y3=0 (  ~y4=0 (  (~y1+~y3+~y4)=0 contradice (2)=1


      or 
~y4=0 (  ~y3=0 (  (~y1+~y3+~y4)=0 contradice (2)=1

b)~y2=0 (  
~y3=0 (  ~y4=0 (  (~y2+~y3+~y4)=0 contradice (2)=1


      or 
~y4=0 (  ~y3=0 (  (~y2+~y3+~y4)=0 contradice (2)=1  (
Practica de Algoritmos

1 La expresion booleana (x​1 +x2 +x3 )(x1' +x2 )(x2' +x3 )(x3' +x1 )(x1' +x2' +x3' ) no tiene asignacion que la satisfaga.

2 Busquedad binaria. Dado x1,...,xn ordenados de menor a mayor y dado z determinar si z=xi para algun i. Sea f(n) el numero maximo de comparaciones  para resolver el problema. Observamos que f(1)=1, f(n)=f(n/2)+1 para n=2,4,8,... Demostrar que f(n)=O(log n)
3 Un entero x entre 1 y n puede ser determinado si tenemos una rutina que responda a la pregunta "es x>a?". Cuantas veces hay que aplicar la rutina para determinar x?

4 a) Diseniar un algoritmo que determine si un grafo es no es bipartito. b) Un grafo es bipartito sii es 2-colorable.

5 Describir un algoritmo que responda a la pregunta "Es el grafo dado G acíclico?" Cual es la complejidad del cálculo? 

6 a) Dado el conjunto (* formado por las secuencias finitas de ceros y unos, escribir un algoritmo que teniendo como input un x((* responda con SI si x contiene algún uno. b) Idem pero responda SI si x no contiene ningun uno c) Que responda SI si x es "capicúa".

7 Mostrar que el algoritmo de Euclides para determinar el mcd de 2 números tiene complejidad polinomial. 

8 Diseñar un algoritmo que dado un subconjunto de vertices de un grafo G responda a la pregunta "Forman estos vértices un clique?". Cual es su complejidad? (Nota: Un "clique" es un subcjto de vertices de un grafo que son mutuamente adyacentes)

9 Dado como input la tabla de adyacencia de un grafo y una permutación de sus vertices, diseñar un algoritmo que responda a la pregunta: "Forman estos vértices un ciclo hamiltoniano?.

10 Dado un vector x de n componentes enteras, un vector b de m componentes enteras y una matriz entera A de m por n diseniar un algoritmo que responda a la pregunta: satisface x al problema Ax=b con x(0?

11 Hallar una transformacion uno a uno del problema clique al independiente  (Independiente se dice a un subconjunto de vertices no adyacentes). Mostrar que la transformación es de complejidad O(n2) donde n es el número de vertices.

12 Dado un conjunto finito de numeros diseniar un algoritmo que halle el minimo y el maximo numero. Cual es la complejidad del algoritmo.
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