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Optimizacion 
Capitulo 3 - Backtracking y B& B


1. Backtracking

Consideremos un arbol con raíz cuyos vertices {S} llamaremos "subproblemas" o "soluciones parciales". Los hijos S1,...,Sp de un vertice S los llamamos subproblemas del problema padre S. Tambien cada hijo Si lo interpretamos como una solucion extendida de la solucion parcial padre S. Supongamos que cada subproblema Si de S tiene una de 3 propiedades a) el subproblema es una solucion que estamos buscando b) el subproblema no satisface las restricciones impuestas, no es factible: debe descartarse c) Ninguna de las dos anteriores, en este caso añadimos este subproblema a una lista A de subproblemas pendientes a examinar luego. La proxima figura describe un algoritmo que opera de la manera descripta.


La manera en que este algoritmo recorre el arbol es "busqueda en profundidad". El algoritmo examina c/hijo de S mediante un test. Si S1 no es solucion o vacio entonces en la proxima iteracion S1 será ramificado en S11 ,...,Sp'1 y luego S11  se ramificara en S12... Sp"2 hasta que S1q sea vacio o sea solucion: S1q es una hoja del arbol. Habiendo llegado a 


una hoja del arbol, el algoritmo retrocede (backtracks) y otro hijo de S1q-1 es examinado. Si todos los hijos de S1q-1 han sido examinado el algoritmo retrocede a S1q-2, etc.

1) Aplicación a satisfiability

Inicialmente A contiene la expresion booleana que constituye el problema.  

Elegir subproblema de A, p.ejemplo : (x+y+z)(x'+y)(y'+z)(z'+x)(x'+y'+z')

Elegir una clausula con minimo numero de literales

Elegir una variable x,y,z,... dentro de la clausula y

Crear 2 subproblemas reemplazando x=V y x=F

En el caso x=V


Omitir las clausulas donde aparece x


Omitir x' en las clausulas que aparece x'

 En el caso x=F


Omitir las clausulas donde aparece x'


Omitir x en las clausulas que aparece x

Test 

si no quedan clausulas. STOP. (solucion encontrada)

si hay una clausula vacía. DROP. 

otherwise add to A

Nota: Observemos que si encontramos a A vacío entonces la expresion booleana no puede ser satisfecha. 

2) Aplicación a Hamilton cycle  

En este caso los subproblemas S son caminos que parten de a y llegan a b a traves de un sucesion de nodos T. (b es el mismo a lo largo de todo el algoritmo)

Inicialmente A contiene solamente el camino (a,vacio,b)

Elegimos un subproblema S cualquiera de A (y lo borramos de A) y añadimos ramas (c,a) del grafo (las c's son las adyacentes de a) . Estos caminos extendidos son los hijos. Ahora cada c juega el rol de a. Examinamos c/ hijo:

Test:

1) Si G-T forma un camino hamiltoniano STOP (solucion hallada)

2) Si G-T tiene un nodo de grado uno (excepto a y b)

o si G-T-{a,b} es disconexo entonces DROP este subproblema .

3)  Si 1) y 2) fallan add subproblema en A.

3) Aplicación a exact cover

Dado un conjunto finito U y una familia se subconjuntos {Tj} de U definimos una matriz A donde cada fila se corresponde con un elemento ui de U y cada columna de A con un subconjunto Tj  . Ponemos aij=1 si ui(U pertenece a Tj y aij=0 en caso contrario. Interpretamos que xj=1 significa que elegimos Tj y 0 en caso contrario.

Se trata de averiguar si es factible Ax=1 donde A y x son binarias y las componentes de 1 son unos.

S0= un vector de ceros (raíz del arbol)

Cada nodo S del arbol es una sucesión x cuyas primeras k componentes le han sido asignados un 1 o un 0 y el resto de componentes son ceros. Reemplazamos S por 2 subproblemas Si (i=1,2) poniendo  xk+1 =1 y xk+1=0 respectivamente.
Test

if Ax=1 STOP 

if Ax>1 DROP Si 
if Ax<1 add Si to A
2. Branch & Bound

Este metodo busca una solucion como en el metodo de backtracking, pero cada solucion tiene asociado un costo y la solucion que se busca es una de mínimo costo llamada optima. Ademas de ramificar una solucion padre (branch) en hijos se trata de eliminar de consideracion aquellos hijos cuyos descendientes tienen un costo que supera al optimo buscado acotando el costo de los descendientes del hijo (bound). La forma de acotar es un arte que depende de cada problema. La acotacion reduce el tiempo de busqueda de la solucion optima al "podar" (pruning) los subarboles de descendientes costosos.


4) Aplicacion a longest path 
Se tiene un grafo dirigido conexo y se trata de hallar el camino simple más largo entre dos vértices s y t.

Las soluciones parciales son caminos parciales S a partir de s dados por sus vertices (llamamos u al ultimo vertice de S)

S0=(s), cota=(, Opt=anything

Branch: Sustituir S por Si 's agregando ramas e=(u,vi ) por cada vi que no pertenece a S y es adyacente a u. 

Test

Si vi=t y LONG(S+ei)(Cota, DROP

Si vi=t y LONG(S+ei)>Cota, Opt= S+ei and Cota(LONG(S+ei).

Si vi es terminal y no es igual a t DROP

Otherwise add Si to A

5) Aplicacion a TSP 

Hacemos referencia a 2). Habiendo elegido S de A calculamos cota(S) de la siguiente manera. Tenemos un camino a,T,b cuya longitud es L se trata de construir una cota mínima para cualquier circuito formado por a,T,b y los restantes vertices V\a,b,T= {a1, a2, ..., ap}. Tenemos

L+c(a0 ,a1)+c(a1,a2)+c(a2,a3)+...+c(ap-2,ap-1)+c(ap-1,ap)+c(ap,ap+1)

donde a0=a y ap+1=b

Observamos que

c(ai-1 ,ai)+c(ai,ai+1)( di= menor distancia de ai a cualquier ak+ siguiente menor distancia de a1 a cualquier ak (i=1,2,...,p y k(i)

d0= menor dist de a a cualq ak + menor dist de b a cualq ak  (k=1,2,...,p) 

Resulta que el circuito tiene una distancia no menor a L+1/2 (d0+ d1+...+dp). Es decir, este número nos puede servir de cota.

6) Aplicacion a TSP

Con la notación de 5) sea una solucion parcial a,T,b . Consideremos el subgrafo inducido por V\T. Entonces sirve de cota el mínimo spanning tree del subgrafo V\T. En efecto, el camino hamiltoniano formado por vertices de V\T es un spanning tree.

7) Aplicacion a TSP 

Sea G(V,E) un grafo completo y cij el costo del arco ij

xij=1 si la rama ij pertenece a un circuito y 0 otherwise.

Un subproblema S consiste en algunas xij=0, es decir, algunas ramas ij no deben pertencer al circuito hamiltoniano.

Resolvemos el problema de asignacion

z=min (cijxij 

sujeto a

(ixij=1

(jxij=1

xij=0,1

Si z(cota, DROP subproblema S

Si las xij=1 forman un solo circuito, es decir hamiltoniano, esta es una solucion del problema. Si z<cota poner cota=z y opt=x.

Si no, ponemos xik=0 para c/ una de las xik=1 que forman un circuito menor. Y esto particiona el problema S.

Practica de Backtraking y Branch & Bound

1 Sea G un grafo dirigido, s y t dos vértices y c(e)(0 un costo para  cada   rama e. Se trata de hallar un camino dirigido de s a t de maximo costo. Plantear este problema por B&B.

2 Se tienen n+1 números enteros no negativos K, a1 ,a2 ,...,an ,. Y sean 

v1 ,v2 ,...,vn otros n numeros reales. Indique como resolvería los siguientes problemas.

a) Hallar (si existe) un subconjunto de las a'es que sumen K.

b) Maximizar (i vixi con las restricciones (iaixi(K, xi=0,1.

3 Se trata de colocar en un tablero de ajedrez de n(n   n reinas que no se ataquen. Diseñar un algoritmo de backtracking que resuelva este problema.

4 Dado n enteros c1,c2 ...,cn encontrar una particion de {1,2,...,n} en 2 subconjuntos J1 y J2 tal que sea mínimo el max
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5 Usando backtracking listar todos los cliques de un grafo.

Algoritmo de Backtracking


A ={S} contiene a los subproblemas activos


Inicialmente A= {problema original}


While A is not empty do


	Choose a subprob S and delete it from A


	Branch S into: S1,S2,...,Sp


	For each Si do


		If test (Si)="solution" STOP, 


		If test (Si)= "empty" DROP


		Else add Si to A 


Return "no solution"
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Algoritmo de B&B


A={S0}, Cota=(, Opt= anything


while A is not empty do


Choose a subprob S and delete it from A


	Branch S into: S1,S2,...,Sp


	For each Si do


		if cota(Si)(Cota, DROP Si


else if Si es solucion completa, Opt=Si  Cota= cota(Si)


		        else add Si to A


Return Cota and Opt
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