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Optimizacion
Capitulo 4 - Programacion Dinamica


1. Camino óptimo

Sea G=(V,E) un grafo dirigido y aciclico. En lugar de (u,v)(E escribiremos también u(v. La condicion de aciclicidad implica que cualquier camino dirigido u(v(...(t que parte de un vertice u no puede volver al mismo y terminará en un vertice t(V terminal , es decir, un t tal que no existe w tal que t(w. Sea V0 el conjunto de vertices terminales. Consideremos el grafo G-V0 es decir el grafo que resulta de G eliminando los vertices V0 y los arcos que inciden en ellos. Llamemos V1 a los vertices terminales de G-V0.  Recursivamente, definamos:

Vi= conjunto de los vertices terminales de G-(V0+V1+...Vi-1)   i=1,2,..

Entonces para algun n tendremos que V=V0 (V1(V2(...(  Vn es una particion del conjunto V de los vertices del grafo tal que 

u(Vi y u(v implica que v(Vi-1+...+V0



(1)

Suponemos que cada arco u(v tiene un costo c(u,v)(R y definimos el costo de un camino dirigido igual a la suma de los costos de los arcos que lo integran. Consideremos un vertice u y todos los caminos que partiendo de u llegan a algun vertice de V0. Entre todos estos caminos hay, por lo menos, uno cuyo costo es mínimo. Llamemos a un tal camino "óptimo". Sea

f(u)= costo de un camino óptimo que parte de u.

Sea u(v el primer arco de un camino optimo que parte de u. Observamos que debe ser:

f(u)= c(u,v) + f(v)   Principio de optimalidad

Por otra parte, para cualquier w tal que  u(w debemos tener:

f(u)(c(u,w)+ f(w)

De donde se concluye que vale la siguiente ecuacion funcional para f:

f(u)=
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A la función f(u) nos referiremos como la funcion óptima. A un valor de w que realice el mínimo del corchete de (2) lo indicaremos con v(u) de manera que u(v(u) representa el primer arco de un camino óptimo que parte de u. Llamaremos a v(u) la politica optima. Observamos que si conocieramos v(u) para todo u, dado un vértice cualquiera u1 resultaría que u2=v(u1), u3=v(u2),... son los vertices que forman un camino optimo a partir de u1 que llega a un vertice terminal. Por lo tanto, el conocimiento de v(u) para todo u resuelve el problema de construir un camino óptimo desde cualquier vertice a un vertice terminal. El objetivo del problema de la programacion dinamica es hallar la política óptima.

Ahora bien si hallamos f(u) mediante (2) obtenemos como subproducto v(u) que es el valor de w que minimiza el corchete en (2). Asi que hallaremos f(u) mediante (2) y v(u) resultara como subproducto .

La f(u) la podemos obtener recursivamente usando a (1). En efecto, podemos calcular f(u) para u(Vi+1 si previamente hemos calculado f(u) para u(V0+...+Vi . Así que definiendo,

f(u)=0  u(V0

Hallamos f(u) recursivamente para cada i=1,2,...,n

f(u)=
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Nota: Observemos que debido a la condición (1) siempre podemos numerar los vertices de manera que u<v implique u(v . En efecto, primero numeramos en orden creciente los vertices de Vn luego seguimos numerando los vertices de Vn-1, etc hasta numerar los vertices de V0. Llamamos a esta numeracion topologica. Así que podemos escribir (2a) en la forma:

 f(u)= 
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Ejemplo

Consideremos el problema de hallar el camino mas corto desde el vertice 1 al 9 en el grafo de la figura. Los números sobre las flechas son distancias de cada tramo. Los números de los vértices están ordenados topologicamente. Si nos ubicamos en cualquier vertice u debemos hallar un vertice siguiente v(u) tal que sea minimo c(u,v)+f(v) lo que nos obliga a obtener f(v) en el orden inverso a su argumento, es decir, f(9), f(8),...,f(2), f(1) y simultaneamente v(8), v(7),...,v(1).





Obtenemos

f(8)=10, v(8)=9, 

f(7)=3, v(7)=9
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Completando los calculos obtenemos
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El costo del camino optimo a partir de 1 es 19. El camino optimo se construye de la siguiente manera. Partiendo de 1 obtenemos:

3=v(1), 4=v(3), 5=v(4), 7=v(5), 9=v(7).

2. Programacion Dinamica Finita

El método de solucion descripto para hallar el camino óptimo en un grafo es el método que llamaremos Programacion Dinamica. La PD tiene un vocabulario peculiar que pasamos a describir. 

Nos referiremos a los vertices V={u,v,...} como estados. Llamamos a u(v una transformacion del estado u al estado v.  Imaginaremos que esta transformacion resulta al eligir una variable d que es un elemento de un conjunto finito D(u) que depende de u. A esta variable la llamamos decision. Como consecuencia de tomar una decision en el estado u resulta un siguiente estado v=T(u,d) y un costo c(u,d) asociado a la transformacion. 

Una funcion ((u) que asigna a cada estado u(V un elemento del conjunto D(u) la llamamos una politica y nos indica que decision tomar en cada estado que se encuentre el sistema. Partiendo de un estado inicial u y aplicando sucesivamente ((u) se genera un camino que termina en un numero finito de pasos en un estado terminal un. 

u2=T(u, ((u))

u3=T(u2, ((u2))

...

un=T(un-1, ((un-1))

Sea f((u) el costo del camino que parte de u y es generado por la politica (
f( (u)= c(u, ((u))+c(u2, ((u2))+...+ c(un-1, ((un-1))

Observamos que f( (u) satisface la relacion recursiva:

 f( (u)= h(u, ((u))+ f( (T(u, ((u)))

Ahora bien, el objetivo del problema de PD es hallar una politica optima, es decir, una funcion que indique que decision tomar en cada estado para generar un camino óptimo. Definamos la funcion 

f(u)= costo de un camino optimo desde u hasta un estado terminal.

Nos referiremos a f(u) como la funcion optima. Esta funcion esta bien definida porque hay solo un numero finito de tales caminos y, por lo menos, uno tiene costo minimo. 

Dado un estado u elijamos un d(D(u). Decimos que d es optimo si (u,T(u,d)) es el primer arco de un camino optimo que parte de u y ademas debemos tener:

f(u)= c(u,d)+f(T(u,d))

Si d no fuera optimo debemos tener que

f(u)( c(u,d)+f(T(u,d))






(2)

Vemos que una decision optima d se caracteriza por minimizar el 2do miembro de (2). De donde se obtiene la siguiente :


[image: image5.wmf])}

,

(

(

)

,

(

{

)

(

)

(

d

u

T

f

d

u

c

u

D

d

min

u

f

+

Î

=





(3)

Llamaremos a (3) la ecuacion funcional de la Programacion Dinamica: la incognita en (3) es la funcion optima f(u). Escribiremos d(u) para indicar una d(D(u) que minimiza el corchete del 2do. miembro de (3). A d(u) nos referiremos como la politica optima y es la solucion buscada del problema. Advertimos que f(u)( f((u) cualquiera sea la policy (. En efecto,

Teorema

f(u)( f( (u)

Demostracion

Por induccion. Supongamos que es cierto para u(Vk
f( (u)= h(u, ((u))+ f( (T(u, ((u)))

Si u(Vk+1 es T(u, ((u))(Vk. por lo tanto,

f( (T(u, ((u)) (f (T(u, ((u)) por la hipotesis de induccion. Resulta

f( (u)( h(u, ((u))+ f(T(u, ((u))( mind {h(u,d)+f(T(u,d))= f(u)(
Para el calculo numerico de la solucion d(u) procedemos de la manera explicada en 1. Para cada k=1,2,...,N se calculan la funciones  f(u) y d(u) u(Vk usando (3). Obtenida d(u) para todo u podemos hallar el camino optimo a partir de cualquier estado.

La siguiente afirmacion es una consecuencia de las definiciones y es útil cuando uno intenta plantear un problema via la programacion dinamica.

Principio de Optimalidad

Una política óptima tiene la propiedad de que cualesquiera sean el estado y la decisión iniciales, las siguientes decisiones deben constituir una política óptima con respecto al estado resultante de la primera decisión.

La principal dificultad de resolver un problema por PD es el planteo del problema. Por eso este capitulo se continúa con una serie de ejemplos que se resuelven de esta manera.

3. Problema del control

La programacion dinamica debe su nombre al siguiente tipo de problema. Un proceso es examinado al principio de cada uno de N periodos sucesivos. Del examen resulta un valor x que es una (o mas) variable que sirve para juzgar la situacion del proceso. Sea (k,x) el dato correspondiente al periodo k. En base a esta informacion elegimos una accion correctiva d tomada de un conjunto D(k,x). Esto provoca una transicion a (k+1,x( ) donde x( = T(k,x,d) con un costo de la transición c(k,x,d). Se plantea el problema de determinar las acciones correctivas en cada una de los N periodos de forma que la suma de los costos de los N periodos sea mínimo.

Consideramos a los pares (k,x) como los vertices del grafo. El valor  k particiona los vértices. Los arcos posibles son de la forma  (k,x)((k+1,x( ) Los estados terminales son de la forma (N,x). 

f(k,x)= costo de un camino óptimo que parte de  (k,x).

Llamemos Xk los valores posibles de x en el periodo k. 

Computamos para k = N,N-1,...,2,1
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d(k,x)= decisión que minimiza el 2do miembro. Es decir, para cada etapa k en la que se observa x la decision óptima para pasar a la siguiente etapa  es d(k,x). 

4.  Reemplazo de un equipo

Al principio de cada uno de N años sucesivos debemos decidir si mantener un equipo o reemplazarlo. Si se lo mantiene se incurre en un costo anual que aumenta con la edad que tiene el equipo a principio de año. Si se lo reemplaza surge el costo de comprar un equipo nuevo más el costo de mantenimiento anual del equipo nuevo. Suponemos que se empieza con un equipo nuevo. Indiquemos con j la edad del equipo medida en años. Sean

M(j)= costo anual de mantenimiento de un equipo de edad j.

C = precio de un equipo nuevo

Indiquemos con (k,j) el hecho que la edad del equipo es j al cabo del año k. Observamos que k=1,2,...,N y para cada k los posibles valores de j=1,2,...,k. Este es un problema del tipo descripto en 3. En base a los datos (k,j) debemos decidir si mantenemos o compramos un equipo. Las posibles decisiones son D={mantener, comprar}

Llamemos f(k,j)= costo minimo partiendo con un equipo de edad j al cabo de k años y decidiendo optimamente hasta el periodo N.

Resulta para k=N,N-1,...,2,1

f(k,j)=
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f(N+1,j)=0

La solucion d(k,j)  = Mant. o Comp. nos dice al cabo de cada año k la alternativa que conviene según sea la edad j del equipo.

Multiplicacion de Matrices

Sea A1, A2,..., An matrices de dimensiones r0 ( r1 , r1 ( r2 , ... , rn-2( rn-1, 

rn-1( rn respectivamente. Advertimos que 

(1) el numero de operaciones para calcular el producto A1A2 es r0(r1(r2
(2) el numero de operaciones para obtener (A1A2 )A3  no es igual al numero de operaciones para A1 (A2A3)

Por (2) tiene sentido preguntarse como deben colocarse los paréntesis para obtener A1, A2,..., An con un minimo numero de operaciones. Es decir, debe existir una k optimo para asociar

 (A1. A2...Ak) (Ak+1 ... An)

Y luego un k' y un k"

(A1. A2...Ak') (Ak'+1 ...Ak) (Ak+1 ...Ak") (Ak"+1 ...An)

etc.

f(i,k)= minimo numero de operaciones para obtener Ai Ai+1...Ak  (1(i(k(n)

f(i,i) = 0 por definicion

Ahora bien, para obtener Ai Ai+1...Ak debe haber un j=j(i,k) tal que para dicho j la asociacion  (A1. A2...Aj) (Aj+1 ... Ak) es optima. La funcion j(i,k) para 1(i(k(n nos brinda la solución del problema. Para obtenerla procedemos de la siguiente manera. Llamamos

f(i,k)= minimo numero de operaciones para obtener Ai Ai+1...Ak  (1(i(k(n)

f(i,i) = 0 por definicion

Entonces debemos tener

f(i,k)=
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(1)

donde

f(i,j) = minimo numero de operaciones para obtener Ai...Aj
f(j+1,k) = minimo numero de operaciones para obtener Aj+1...Ak
ri-1 rj rk =numero de operaciones para obtener el producto (Ai...Aj)( Aj+1...Ak)

Un valor de j que minimice (1) lo llamamos j(i,k) y brinda la solucion del problema. Las funciones f(i,k) y j(i,k) se computan recursivamente en orden creciente de k-i, es decir, primero calculamos los argumentos:

(1,2) (2,3) (3,4)... (n-2,n-1) (n-1,n)

(1,3) (2,4) (3,5)...(n-2,n)

...

(1,n)

Nocion de estado

En el planteo de problemas por Programacion Dinamica suele ofrecer dificultad definir la nocion de estado. En particular esto puede ocurrir en problemas que no son dinamicos, es decir, donde la variable tiempo no interviene en ordenar el proceso. Puede servir para aclarar el planteo imaginar la siguiente situacion. Sean d1, d2,... las decisiones del problema. Imaginemos que Juan decide sucesivamente dichas variables y que en un cierto momento llega Pedro para relevarlo. El estado del problema en ese momento es la informacion  que Juan debe suministrar a Pedro para que continue la tarea. Una informacion suficiente seria si Juan diera a Pedro todos los valores decididos hasta ese momento. Sin embargo, esto suele ser superabundante. Lo que llamaremos estado es la minima informacion que Juan debe transmitir a Pedro. La utilidad de esta “receta” para definir el estado la vemos en el siguiente ejemplo.

8. Asignacion de un recurso

Se cuenta con una cantidad P (numero entero positivo) de dinero que se debe distribuir entre N posibles opciones. Si se usa la cantidad xi del total P a la opcion i se percibe un “retorno” hi (xi), una funcion creciente. Se plantea el problema de cómo distribuir el dinero en forma que la suma de los retornos de todas las opciones sea maximo. Está claro que si hi(xi)=  fuera lineal cixi lo optimo es invertir P en la opcion i tal que ci es máximo. En el caso general, la solucion no es obvia y se puede plantear matematicamente:

maximizar h1(x1) + ... + hN(xn)

sujeto a 

x1 + ... + xN = P

xi ( 0 (enteros)

Juan comienza decidiendo los valores de x1,x2,... .Cuando llega Pedro basta que Juan le diga cuanto dinero z resta distribuir y cual es la siguiente opcion k. El par (k,z) sirve de estado en este problema. La siguiente decision de Pedro resultara en el estado (k+1,z-x) donde x=0,1,...,z. El beneficio de la transformacion es hk(x). Los estados terminales tienen la forma (N,z). El problema consiste en hallar un camino optimo a partir del estado (1,P). 

Sea f(k,z)= valor maximo de un camino que parte de (k,z). Resulta

f(N,z)= hN(z)

Para k=N-1, N-2, ..., 2,1

f(k,z)=
[image: image9.wmf]P
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(1)

x(k,z)= optimo x cuando se decide xk y resta distribuir z

         = un valor de x que maximiza el segundo miembro de (1)

La solucion completa del problema requiere construir la siguiente tabla:


1
...
k
...
N

0
f(1,0)  x(1,0)
...
f(k,0)  x(k,0)
...
f(N,0)  x(N,0)

1
f(1,1)  x(1,1)
...
f(k,1)  x(k,1)
...
f(N,1)  x(N,1)

...
...
...
...
...
...

z
f(1,z)  x(1,z)
...
f(k,z)  x(k,z)
...
f(N,z)  x(N,z)

...
...
...
...
...
...

P
f(1,P)  x(1,P)
...
f(k,P)  x(k,P)
...
f(N,P)  x(N,P)

La solucion optima es x1=x(1,P), x2=x(2,P-x1),..., xN= x(N,P-x1-...-xN-1) 

Problema del vecino mas próximo

La chapa de acero se produce en laminas de aprox 1 metro de ancho y 500 mts de largo. La misma se enrolla en una bobina que se guarda en stock esperando el pedido de un cliente. En realidad, los clientes piden muchos anchos distintos. Sean los mismos, de menor a mayor, dados por la sucesion

a1, a2, ..., aN, aN+1 







(1)

La cantidad en toneladas vendidas por anio para cada ancho sean:

t1, t2, ..., tN, tN+1
No es practicable disponer en stock de los N+1 anchos. Solo se poseen el ancho mayor aN+1 y n (<N) anchos elegidos de los N restantes. Cuando se necesita un ancho ( que no se tiene en stock se usa el menor ancho ( >( que haya en stock y se suprime el exceso (-( cortando los bordes de la chapa. Esto produce un descarte de acero que al cabo de un año es:

h((,()= t( ((-()/(
El problema que se plantea en estas condiciones es como elegir n (n es un dato) anchos entre los primeros N anchos de (1) de manera que el descarte total sea minimo. Para plantear este problema definamos

H(i,j)=
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H(i,j) representa el descarte para obtener los anchos entre ai y ak supuesto que estos dos estan en stock y los intermedios no estuvieran. El planteo matematico es el siguiente. Se trata de elegir n indices ik (k=1,2,...n) tal que

minimizar  H(0,i1)+H(i1,i2)+...+H(in,N+1)

Sujeto a   0<i1<i2<...<in<N+1    (ik enteros)

Juan comienza eligiendo i1, i2,... Cuando llega Pedro Juan le comunica que faltan elegir k indices y que el ultimo que ha elegido es i . ( i+k(n). El estado del problema es (k,i) y la proxima decision de Pedro es elegir un siguente indice j. Este j debe ser mayor que i y ademas j+k-1 debe ser ( N. O sea, los vertices del grafo son (k,i) (i(n-k). Las posibles transiciones son (k,i)((k-1,j) (i+1(j(N-k+1) y el costo de la transicion es H(i,j). Llamando f(k,i) el minimo descarte cuando faltan elegir k indices en forma optima entre i y N+1 se tiene

f(0,i)= H(i,N+1)

Para k=1,2,...,n
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(1)

Llamando j(k,i) un valor de j que minimice el segundo miembro de (1), la solucion del problema esta dada por

i1= j(n,0)

i2= j(n-1,i1)

...

in= j(1,in-1)

Conteo de operaciones

Mostremos que el número es operaciones es O(N3).  Según (1) para cada k debemos computar f para N-k+1 valores de i y para cada i  tenemos que hacer 2(N+1-k-i)-1 sumas y comparaciones. El numero total de operaciones esta dado por
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Y como n(N concluimos que el miembro derecho es O(N3)

Camino Hamiltoniano

Sea G un grafo dirigido completo con N vertices y con un costo c(i,j) para cada arco (i,j). Se trata de hallar un camino dirigido que partiendo de cualquier vertice pase por cada uno de los otros una sola vez y que su costo sea mínimo. Un tal camino se llama hamiltoniano. 

Consideremos un ejemplo. Se tienen N lotes para elaborar por una maquina, uno por vez. Cuando se termina de procesar el lote i, y antes de comenzar el lote j, se pierde un tiempo c(i,j) para ajustar la maquina. Se pregunta cual debe ser el orden en que deben ser elaborados los lotes para que sea minimo el tiempo total perdido para los ajustes. Aca los lotes estan representados por los vertices del grafo, (i,j) significa que el lote j se procesa a continuacion del lote i y c(i,j) es el tiempo perdido por el ajuste.

Juan comienza decidiendo el orden de entrada de los lotes en la máquina. Llega Pedro y Juan le informa todos cuales lotes faltan ordenar y, del resto de lotes, solo le dice cual fue el ultimo ordenado. 

Llamemos i al ultimo lote ordenado y sea S el conjunto de lotes que falta ordenar. (i,S) sirve como estado del problema, es decir, Pedro tiene toda la informacion que necesita para seguir decidiendo el orden de los lotes S. Llamemos j el siguiente lote que decide Pedro. Entonces el siguiente estado sera (j,S-{j}). Asi los arcos del grafo para este problema son de la forma (i,S)((j,S() donde j(S. Los estados (i,S) de este grafo quedan particionados por card(S) y se trata de encontrar un camino optimo que parta de un (i,S) con card(S)=N-1 y llegue a un (i,S) con card(S)=1

Empezamos los calculos del camino minimo partiendo de conjuntos S con un solo elemento. 

f(i,{k})= c(i,k)  i,k=1,2,...,N  i(k

Para k=2,3,...,N-1

f(i,S)= min j(S {h(i,j)+f(j,S-{j})}

donde card(S)=k  e i(S

El j que realiza el minimo llamemoslo j(i,S)

El procedimiento de calculo tiene N-2 iteraciones. En la iteracion k (2(k(N-1) calculamos f(i,S) y j(i,S) para todo (i,S) tal que card S=k e i(S.

Para saber cual es el primer lote a fabricar encontramos un i1 tal que f(i1,S1) sea minimo con card(S)=N-1 y luego usamos j(i,S) reiteradamente. Es decir, si

j1, j2, ...,jN la solucion optima, la misma esta dada por

j1= i1

j2= j( j1,  S1 -{j1})

j3= j( j2 ,  S1 -{j1,j2})

...

jN= j( jN-1, S1-{j1,j2,...,jN-1})

Conteo de operaciones

El problema que acabamos de exponer es tipico de una clase de problemas (NP-Hard) para los cuales los algoritmos que se conocen son ineficientes en el sentido que el tiempo de calculo crece exponencialmente con el tamaño del problema. Mostramos que este es el caso para este algoritmo.

Consideremos el numero de operaciones de suma o comparacion en la iteracion k. En la iteracion k, f(i,S) debe calcularse para (N-k)
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 distintos argumentos (i,S) y para cada argumento deben hacerse 2k sumas y comparaciones. Por lo tanto el numero total de operaciones es

Operaciones:  
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Por otra parte en la iteracion k+1 debe tenerse en la memoria activa todos los valores de f(i,S) con card(S)=k, un total de (N-k)
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 numeros. Esta expresion tiene su maximo para =N/2. Usando la formula de Stirling obtenemos 

Memoria:
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Una operación elemental por la computadora requiere 4/(33(106) segundos y un numero entero ocupa 2 bytes. Usando estos datos, el problema (1) para N=25 requiere 20 min para ser resuelto y 3300 Mb de memoria.

Otras formas del funcional optimo

En la seccion 2. habiamos derivado la ecuacion funcional
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(1)

Esto suponia que el costo c(u,d) de las sucesivas transformaciones se sumaban para obtener el costo total. Asi si usabamos una politica ((u) el costo total era

f( (u)= h(u, ((u))+h(u2, ((u2))+...+ h(un-1, ((un-1))

Consideremos ahora otras dos maneras de componer los costos

f( (u)= h(u, ((u)) ( h(u2, ((u2))( ... ( h(un-1, ((un-1))

f( (u)= max {h(u, ((u)) , h(u2, ((u2)) , ... , h(un-1, ((un-1))}

Un razonamiento similar al usado para la suma de los costos nos conduce a la ecuacion funcional para la funcion optima en estos dos casos:
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Ejemplo 

Un equipo esta formado por N etapas en serie. El equipo falla si falla cualquiera de sus etapas. Cada etapa tiene una o mas componentes en paralelo. Sea 1+ni el numero de componentes que tiene la etapa i= 1,2,...,N. Sea pi(ni) la probabilidad de que la etapa i no falle. Supongamos que una componente del equipo i cuesta 

ci (entero). Queremos maximizar la probabilidad de que el equipo no falle sujeto a la condicion de que el costos de las componentes no exceda L (entero)

maximizar (i pi(ni)

sujeto (i ci ni ( L

ni(0 enteros

f(k,z)= maxima probabilidad si partimos de k en mas y la restriccion de costo es z. La ecuacion (2) en este caso resulta:

f(N,z)=
[image: image20.wmf])
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f(k,z)= 
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Ejemplo 

Para concretar la idea consideremos el grafo de la seccion 1. e imaginemos que representa una red de caminos por una zona montañosa. Supongamos que los numeros asignados a los arcos representan la altura media de los tramos de camino que representados por los arcos. Deseamos encontrar un camino desde 1 hasta 9 tal que la maxima altura de sus arcos sea minima. Sea f(u) tal minimo para un camino desde u a 9. La ecuacion funcional en este caso resulta:

f(u)= 
[image: image22.wmf])}

(

),

,

(

{

)

,

:(

v

f

v

u

h

maximo

E

v

u

v

minimo

Î


Practica de Prodin

1) a) Haga un planteo de programación dinámica para encontrar un camino de longitud maxima entre el nodo 1 y el nodo 6 del siguiente grafo.










b) Para cada vertice u sea v0(u) el vertice más proximo a u. A v0(u) llamamos la politica miope. Hallar un camino de 1 a 9 usando la politica miope.

2) Cambio en monedas

Se tienen monedas de 5, 10, 25, 50, 100 centavos. Sea x un entero multiplo de 5. Llamemos f(x) al minimo numero numero de monedas que suman x. Escriba la ecuacion funcional de f(x) segun la programacion dinámica. Usando el algoritmo de la PD halle la manera de cambiar 230 centavos con un minimo numero de monedas.

3) Sobre la superficie de un cilindro hay un reticulado de n(n donde cada celda contiene un número

aij (1(i,j(n). Se describe una ruta compuesta de celdas donde a la celda (i,j) le sigue otra de la

siguiente columna y de la misma fila o de cualquiera de las 2 filas contiguas. a) ¿Cuál es el número de posibles rutas? b) Formular el principio de optimalidad para hallar la ruta cuya suma de números sea mínima. c) Mostrar que la ruta óptima puede ser hallada en un tiempo O(n2). 










4) Problema de la mochila

a) Se tienen N items cuyos pesos son p1 , p2 ,...,pN (números enteros) y que tienen valores v1 , v2 ,...,vN. Se trata de cargar una mochila con un subconjunto de los items de forma que la suma de su valores sea máxima y que la suma de sus pesos no supere a P (número entero). Haga el planteo por Programación Dinamica. Cual es la complejidad del algoritmo?

b) En el ejemplo anterior sean w1,...,wN (numeros enteros) los volumenes de los items. Resuelva el ejemplo anterior con las restriccion adicional (vi ( V (entero)
5) Elegir materias optativas  

Supongamos que para obtener el diploma fuera necesario reunir, por lo menos, 20 puntos en materias optativas. Sea pi  el puntaje de la materia i=1,2,...,N donde N es el número de materias optativas que se ofrecen. Los estudiantes han estimado un puntaje de  dificultad de las materias. Sea ci el puntaje de la materia i. Supongamos que el objetivo para 

elegir las materias fuera (i) La suma de puntos es mínima (ii) El puntaje más alto es mínimo. 
6) Fly-away kit  

Una vez por mes un avión transporta a una base antártica unidades de N repuestos.

Sea xi  las unidades del repuesto i (xi=0,1,2,...) y pixi el peso. El peso total no puede superar P.

Si durante el mes subsiguiente la base necesitara más de xi unidades se incurre en un costo ci por unidad insatisfecha. Sea pi (z) la probabilidad de necesitar z unidades (z=0,1,2,...) del repuesto i. Plantear el problema de hallar xi con el objetivo de que el costo esperado total sea mínimo.

7) Problema de confiabilidad de un equipo  

Un equipo tiene N etapas en serie y deja de funcionar si una sola de ellas falla. La etapa i  tiene tiene 1+mi componentes iguales en paralelo (mi=0,1,2,...), de manera que si una componente falla la operación es tomada por otra (si hubiera). Sea:

pi (mi ) = Probabilidad que la etapa i no falle si tiene 1+mi componentes.

Sea ci el costo de una componente de la etapa i. Se plantea el problema de maximizar la probabilidad de que el equipo no falle bajo la condición de que la suma de los costos de las componentes no supere a C.

8) Elección de concejales  

La capital tiene N distritos con pi habitantes en el distrito i. Se desea formar un concejo de R representates (R>N) y se pretende que cada distrito tenga un número de representantes proporcional a pi . Sea ri = R pi / (k pk

Sea xi el número de representantes del distrito i. Haga el planteo con el objetivo de que sea mínima la mayor de las diferencias (xi - ri(. Calcule el caso N=3, R=4, r1=0.4, r2=2.4 y r3=1.2.
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