PÁGINA  
9
Optimización
Capitulo 4 - Teoria de Problemas NP-completos

1. Problemas y Palabras

Estamos interesados en la solucion de problemas mediante algoritmos. Al tiempo que demora el algoritmo en hallar la solucion lo llamaremos complejidad (computacional). En este capitulo desarrollamos una teoría sobre complejidad de problemas cuya respuesta es "si" o "no" y que llamamos problemas de decision. 

Por ejemplo: Existe un circuito hamiltoniano en un grafo? Observemos que este problema es un conjunto de problemas cuyos elementos son los problemas especificos que resultan de considerar un grafo dado. A los problemas especificos los llamamos instancias.

Llamamos input a los datos que describen una instancia y que suministramos al algoritmo. El input esta expresado mediante una  palabra que es una secuencia finita de caracteres o simbolos tomados de un alfabeto.  Por ej., si el problema se refiere al grafo de la figura 1, el input que describe al grafo podría ser la siguiente palabra:

v = ({a,b,c,d,e}, {a,b},{b,c}, {a,c}, {c,d},{d,e},{a,e}})

Una funcion f:X(Y definida sobre un conjunto finito X  se puede expresar mediante los pares (x,f(x)) x(X.  Por ej., si las ramas del grafo de la fig. 1 tienen asignados números racionales, esto se puede representar mediante:

w = {({a,b},32),({b,c},- 17),({a,c},5/7),({c,d},6),({d,e},-1),({a,e},-9)}

El input describiendo a un grafo y a una funcion que asigna numeros a sus ramas puede representarse por (v,w) donde v y w son las palabras que codifican el grafo y la funcion respectivamente.

El tamaño de una palabra v es el número de caracteres que forman la palabra y lo denotamos mediante(v(. Por ej., la palabra abaa32bc tiene tamaño 8.

Un problema lo definimos como un conjunto de problemas especificos que llamamos instancias. Asi por ejemplo el problema "Existe x tal que Ax=b y x(0?" se convierte en una instancia cuando sustituimos A y b por una matriz y un vector numéricos dados. El problema del circuito hamiltoniano se convierte en una instancia cuando especificamos el grafo del que se trata.

Nos interesaremos en problemas del tipo "Dado un objeto, tiene este una cierta propiedad?".  Como una instancia del problema se traduce en una palabra que lo describe, esto se puede expresar mediante la pregunta: "Dada una palabra w tiene esta una cierta propiedad.?" A su vez, la propiedad queda definida por todas las palabras que tienen esa propiedad. En vista de lo cual definiremos matematicamente un problema ( como un subconjunto de palabras formadas con un alfabeto. Usaremos ( para denotar un alfabeto y con (* el conjunto de todas las palabras que se pueden formar con sus simbolos. Por tanto cualquier sbconjunto (((* es un problema por definición.

Con esta definicion los problemas de decision los podemos expresar de la siguiente manera: "Pertenece la palabra w a (((*?"

2. Máquina de Turing

Habiendo definido la nocion de problema de decisión, precisaremos ahora el concepto de algoritmo. Por tal entendemos un programa de computadora para resolver el problema. Cual es la definicion matemática de un tal programa? Usaremos para ello un modelo de calculo inventado en 1936 por Alan Turing llamado la máquina de Turing. 

La máquina de Turing consta de 3 partes:

1. Una lista finita (programa) de instrucciones. A las instruciones llamamos tambien estados.
2. Un cinta infinita dividida en celdas

3. Un cursor  o lectora/grabadora de las celdas


4. Los caracteres grabados en la cinta son símbolos de un alfabeto.
( = {(, (,..., (}. Hay un caracter adicional b, blanco, que representa la ausencia de simbolo. Las instrucciones o estados estan dados por una función ((n, () del número de estado n y caracter ( siendo leído  por el cursor, y el valor de la función es la terna (m,(,() donde m es el numero de la siguiente instruccion , ( es un caracter grabado en la cinta sobre ( y (({ (,0, (} indica si el cursor retrocede a la celda anterior, no se mueve o avanza a la próxima celda. La ejecucion de  una instruccion constituye un paso del programa.

Inicialmente, los caracteres que figuran en la cinta desde la primera celda no vacía hasta la ultima no vacía es el input . El programa se inicia en el estado inicial 0. Leyendo el input y procediendo de acuerdo con el programa, este proceso se detiene si alcanza uno de los estados Aceptar , Rechazar o Detenerse o puede seguir funcionando indefinidamente. El numero de pasos hasta que el programa se detiene (si se detiene) mide el tiempo de ejecucion. Si el programa alcanza "Aceptar" decimos que la máquina ha aceptado la palabra del input o decimos que la respuesta al problema de decision es "si". El conjunto de palabras que acepta la maquina se llama el lenguaje que acepta la máquina. Si la maquina se detiene la palabra que figura en la cinta en ese momento la llamamos el output.

Ejemplo 1

Sea el alfabeto (={0,1} diseñaremos una máquina M que acepta el lenguaje

L= {v: v es un número binario que termina en 2 ceros}, es decir, si M recibe el input v(L entonces M se detiene en el estado Aceptar. De lo contrario se detiene en el estado Rechazar.
La tabla de la función ((n, () esta dada por
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Los estados de M son {0,1,2,3,A,R} donde A es aceptar y R es rechazar. El "-" significa que da lo mismo cualquiera sea el argumento.

NOTA. La maquina lee el primer caracter del input y mueve el cursor hacia la derecha hasta encontrar un b. Retrocede. Si encuentra 1 o b rechaza. Si encuentra 0 pasa a la instruccion 2 y retrocede donde acepta si hay un 0 y rechaza si no.
Ejemplo 2

Diseñaremos una máquina M  que usando como input un numero natural x escrito en binario obtiene como output f(x)=x+1. Ejemplos:

input=  1001010 ,  111

output=1001011 ,  1000
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Los estados de M son {0,1,2,3,4,D} donde D es detenerse.

NOTA: En el estado 0 se recorre el input hacia la derecha hasta encontrar una b y se retrocede.

En el estado 1 se recorre el input hacia la derecha hasta encontrar un 0, se pone un 1y se detiene. Si el input esta formado solo por 1's... (ejercicio para el lector).
Ejemplos sobre el tamaño del input de un algoritmo

Daremos algunos ejemplos para calcular el orden del tamaño del input. Puede haber mas de una manera de calcular el tamaño del input de una instancia de un problema. Ejemplos:

El input es un grafo completo con ramas que tienen costos asignados

a) n= número de vertices

b) n2= matriz de costos

c) n2 log2 [ maxij cij ]

El input es un número

Si un número n natural es el input el tamaño del input es el techo de (log n)

Problema de Programación Lineal 

El input es una matriz A de m por n, un vector de n componentes y otro de m componentes.

mn+techo(log(P() donde P es el producto de las comp de A,b y c

El input es un grafo

G=(V,E)

a) (V(2  tamaño de la matriz de incidencia

b) 2(E( lista de adyacencia

5. Clase P de Problemas 
Un algoritmo para un problema decimos que es de tiempo polinomial si hay un polinomio p(x) tal que el numero de pasos del algoritmo es ( p( tamaño del input de la instancia del problema). 

Definición Si un problema de decision tiene solucion por un algoritmo de tiempo polinomial decimos que el problema pertenece a la clase P.
Ejemplos

a) Sea G=(V,E) un grafo. El problema de averiguar si G es conexo se resuelve con el algoritmo "search" en tiempo O((E(). Por lo tanto este problema es de la clase P.

b) Sea G un grafo dirigido y s un vértice del mismo. Sea d:E(R+ una distancia asignada a sus arcos. El problema de averiguar el camino mínimo entre s y los demás vertices es de tiempo O((V(2). Por lo tanto este problema es de clase P.

c) Sea G un grafo el problema: tiene G por lo menos un circuito? pertenece a la clase P (ejercicio)

Llamemos (( al problema de negar  (. Por ejemplo: "Es el grafo G disconexo?" es la negacion de "Es G conexo?". Si  ( pertenece a la clase P entonces (( pertenece a la clase P. En efecto, si la maquina de Turing para ( consume p((input()+1 pasos sin aceptar ( entonces aceptamos  ((.

6. Clase NP

Consideremos el problema de averiguar si existe un camino hamiltoniano en un grafo G(V,E). No se ha encontrado ningun algoritmo de tiempo polinomial para este problema. De hecho se tienen suficientes razones para sospechar que no existe un tal algoritmo. Todos los algoritmos que se conocen para resolver este problema tardan un tiempo exponencial.

Sean u1 ,u2 ,...,un todos los vertices del grafo G. Es facil verificar si esta sucesion forma un circuito hamiltoniano:

Es (u1,u2)(E?

Es (u2,u3)(E?

...

Es (un-1,un)(E?

Es (un,u1)(E?

Sii las respuestas a estas preguntas son todas afirmativas el circuito es hamiltoniano. Esta verificacion tiene complejidad O(n). Sin embargo para averiguar si existe un circuito hamiltoniano tendríamos, en el peor de los casos, que hacer (n-1)! verificaciones, es decir, verificar todas las permutaciones cíclicas de los n vertices.

Otro ejemplo, consideremos el problema de averiguar si un grafo G=(V,E) con (V(= n vertices tiene un clique con k vértices (2(k(n). Tomemos un subconjunto A de k vertices de G. Es facil verificar si A forma un clique, solo tenemos que comprobar si cada uno de los pares de vertices de A pertenecen a E lo que tiene una complejidad O(k2). Sin embargo para averiguar si existe un clique tendríamos, en el peor de los casos, que hacer 
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verificaciones. Por ejemplo si k=n/2 el numero de verificaciones es del orden de 2n/n1/2.

En el ejemplo de buscar un circuito hamiltoniamo o un clique observamos que dada una instancia positiva del problema se puede demostrar en tiempo polinomial el hecho que es una instancia positiva. En cambio, si no tenemos una tal instancia, hallarla efectivamente puede llevar un tiempo astronomico de tiempo. Veremos que hay muchos problemas que muestran esta propiedad lo que justifica la siguiente definicion.

Definicion Sea w una instancia positiva de un problema (. Supongamos que existe una palabra v(w) cuyo tamaño (p((w() y un algoritmo que con input (v(w),w) demuestra en tiempo ( p((w()  que w (( entonces decimos que ( pertenece a la clase NP.

A v(w) nos referimos como el certificado, es decir, se trata de la informacion que agregamos a la descripcion del problema w que nos permite verificar que w es una instancia positiva. Mas aun, decimos que el certificado es sucinto porque v(w) (p((w()

Observacion  P(NP

En efecto, supongamos que ((P. Por definicion hay un algoritmo que dada cualquier instancia w((, si es positiva, demuestra el hecho en tiempo polinomial. En este caso podemos tomar v(w)=vacío en la definicion de NP.

7. Clase de Problemas NP-completos
Definición  Sean (1 y (2 dos problemas de decision. Si existe una maquina de Turing de tiempo polinomial que transforma todo input w1 del problema 1 en un output w2 que es input al problema 2 de forma tal que w2 es una instancia positiva de (2  sii w1 es una instancia positiva de (1 hablamos de una transformacion polinomial (1 en (2. En caso que exista una tal transformacion decimos que (2 es un problema mas duro (harder) que (1. Escribimos entonces que (1((2
Definicion

Decimos que un problema de decision (* de NP es NP-completo si para cualquier problema ((NP se tiene que (((*.  

Así un problema NP-completo es un problema de NP que es mas duro que cualquier otro problema de NP.

El siguiente lema nos da una manera de demostrar que un problema de decision es NP-completo a partir de otro que sabemos que es NP-completo

Lema

Si (* es NP-completo y (** es otro problema de NP tal que (*((** entonces (** es NP-completo.

Demostracion

Primero observamos que la composicion de 2 transformaciones polinomiales es una transformacion polinomial. Sea ( cualquier problema de NP. Por hipotesis (((* y (*((**. Por lo tanto (((** (
Advirtamos que si un problema NP-completo (*  tuviera un algoritmo de tiempo polinomial, es decir (*(P, entonces todo problema de NP tendria un algoritmo de tiempo polinomial, es decir, NP(P. Pero P (NP con lo cual deduciríamos que NP=P. Caben dos posibilidades como ilustra la figura:


Se sospecha que la situacion es la descripta por la figura de la derecha porque

durante cuarenta años se ha buscado un algoritmo polinomial para algun problema NP-completo y no se lo ha encontrado. Demostrar que P(NP es el problema irresuelto mas importante de la teoría.

Advirtamos que todavia no hemos demostrado que exista un solo problema NP-completo. El teorema de Cook demuestra que el problema SAT es NP-completo. El resto de este capitulo demuestra el teorema de Cook y que una serie de otros problemas de interés son también NP-completos.
6 . Teorema de Cook (1972)

El teorema de Cook afirma que todo problema de NP se transforma polinomialmente en SAT.

========================================================

Nota
vij( y wijn son variables lógicas.
vij( =1: Indica que al tiempo i la posición j contiene el simbolo (.
wijn=1: Indica que al tiempo i la posición j es leída y la instrucción n es ejecutada.

En lo que sigue v' y w' son  las negaciones de v y w

Llamamos Q=(x$c(= (x(+1+p((x()

donde x es el input y c el certificado.
 Construcción de la formula booleana F(x): Es el producto de las siguientes cláusulas:

Teorema de Cook

3) En el tiempo i=0 la cinta tiene x$c (x y c escritos en forma binaria)

(j v0,j,x(j)  1(j((x( 
(primero x)

v0, (x(+1 , $

(luego $)

(j (v0, (x(+1+ j,1 + v0, (x(+1+ j,0)  1(j(p((x()  (finalmente algún c)

4) En el tiempo i y la posición j si el simbolo es ( y el estado es n se graba el simbolo (=(1((,n), se pasa al estado m=(2((,n) y la cinta avanza (=(3((,n) 

(ij(n ((vij(wijn)'+vi+1 j ( ) ((vij(wijn)'+wi+1,j+(,m),  0(i<Q, -Q(j(Q, (((, 0(n(N

1) En c/ tiempo i , c/ posicion j contiene un unico simbolo (. 

(ij(((' (vij( vij(')' (no ocurre que se de simult ij( y ij(') 0(i(Q,-Q(j(Q,(((
(ij (( vij( (para todo ij hay por lo menos un ()

2) En c/ tiempo i, c/ posición j es leída y una unica instruccion n es ejecutada.
(ijn(n' (wijn wijn')' (no ocurre que se de simult ijn y ijn') 0(i(Q,-Q(j(Q,-1(n(N

(ij (n wijn (para todo ij hay por lo menos un n)

5) El algoritmo se detiene cuando llega a la instrucción –1.

(ij( ((wij -1)' + wij+1 –1) (( wij –1vij()' + vi+1,j,(), 0(i<Q, -Q(j(Q, (((
6) Las posiciones permanecen inalteradas mientras no son leídas.

(ij(n (vij(wij'n)' + vi+1j(     0(i(Q, -Q(j(j'(Q, (((, -1(n(N

Habiendo construído F(x) observamos: Si existe una asignacion t tal que F(x)=1 entonces hay un c tal que el algoritmo acepta x$c, es decir x es positivo. Por otra parte si x$c es aceptado por el algoritmo, esto define un t tal que F(x)=1.

Falta demostrar que la transformación del problema a SAT es polinomial.(
7. Otros problemas NP-completos

Teorema

 3-sat es NP-completo

Demostracion

Hemos probado que SAT(3-SAT en el Capitulo 1, Teorema ? (
Falta demostrar que la transformacion SAT a 3-SAT es polinomial.

Definiciones  Los problemas independiente, clique y cubrimiento por vértices preguntan si un grafo G tiene un tal conjunto con k vértices respectivamente. Estos problemas se transforman polinomialmente uno a otro. (Ver Capitulo 1, Teorema 8)

Teorema 

independiente es NP-completo

Dem

Está claro que independiente es  pertenece a NP. Transformaremos 3-sat en independiente.

Sea F= C1...Cm las clausulas que contienen 3 literales cada una de 3-sat y sea Ci=(i1 + (i2 + (i3
Construyamos un grafo G con un tríangulo que se corresponda con cada Ci y cuyos vértices se correspondan con cada literal de Ci. G tendrá así 3m vértices. Completemos la definición de G declarando adyacentes (aparte de los vertices de los triangulos) a vertices de triangulos distintos sii los literales correspondientes a dichos vértices son opuestos (uno verdadero y otro falso). Afirmamos que G tiene m vértices independientes sii F es verdadero.

Primero, supongamos que G tiene m vértices independientes. Entonces ellos serán de triangulos distintos y sus literales correspondientes serán de cláusulas distintas. Ningún par de estos literales pueden ser opuestos. Tenemos libertad de asignarle a cada uno el valor verdadero. No importa que valor de verdad asignemos a los otros literales se deduce que todas las cláusulas son verdaderas.

Segundo, supongamos que F=1. Elijamos un literal verdadero de cada cláusula. Consideremos los vértices de G correspondientes. Como ningun par de ellos son opuestos esto significa que los vertices son independientes.(
Corolario

clique y cubrimiento por vértices son NP-completos.

Definición  Sea U un cjto finito y F una familia de subcjtos de U. Llamamos Exact cover al problema: Existe una subfamilia de F que forme una partición de U.
Teorema

Exact cover es NP-completo.

Demostración

Transformamos sat en exact cover.

Sea F una fórmula booleana en las variables x1,...,xn y Ci (i=1,...,m) las cláusulas de F y ki el numero de literales de Ci. Construimos un conjunto U de la siguiente manera: 

U= {x1,...,xn
C1,...,Cm

p11,...,p1 k1

p21,...,p2 k2

...

pm1,...,pm km }

Nota : la pij representa la posición j de la cláusula i.

1) Y la familia F contiene los siguientes subconjuntos de U

2) Todos los conjuntos unitarios 

{pij}

2) 

T1x' :sus elementos son x1 y las posiciones pjk  que contienen (x1 

T1x : sus elementos son x1 y las posiciones pjk que contienen x1
...

Tnx' : sus elementos son xn y las posiciones pjk que contienen (xn 

Tnx  : contiene xn y las posiciones pjk del literal xn
3)

{C1, p11}, ..., {C1,p1 k1}

{C2, p21}, ..., {C2, p2 k2}

...

{Cm, pm1}, ..., {Cm, pm km}

Primero, supongamos que F tiene una subfamilia disjunta F0 que cubre a U.

Entonces, Tix' o Tix pertenece a F0 porque xi debe ser cubierto. Si es Tix' entonces definamos valor de xi=1 y si es Tix pongamos x1=0.

Como Cj debe ser cubierto algun {Cj ,pjk} lo cubre. El literal que ocupa este pjk no puede ser 0. Supongamos que fuera xi entonces pjk pertenecería a Tix que es disjunto de {Cj ,pjk}. Similar razonamiento haríamos para (xi. Por lo tanto Cj es satisfecho.

Segundo, supongamos que F(x)=1. Verifiquemos que los siguientes subconjuntos que elegimos forman un cubrimiento disjunto de U:

Para i=1,...n

Elejimos Tix' si xi=1

Elejimos Tix si xi = 0

Para i=1,...,m

Elejimos un {Ci, pij} para el cual el literal que ocupa pij es =1

Elejimos el resto de las {pij} no incluidas en las elecciones anteriores.(
Definicion El problema KNAPSACK pregunta si existe un subconjunto de {a1,...,an} (enteros no negativos) que sume K.

Teorema

Knapsack es NP-completo.

Demostración

Transformamos exact cover  en Knapsack

Sea S1,...,Sm y sea su union {u1,...,un} los datos de exact cover
Construimos ahora el problema de knapsack.

Hagamos corresponder a cada Si un número ai en base m de la siguiente manera:

ai =
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Observemos que este número ai en base m está representado por un string de n bits con 1 en la posicion j sii uj(Si. Observemos que si sumamos un subconjunto de ai's el string resultante tendrá en la posición j a cuantos subconjuntos S's correspondientes pertenece uj. Concluímos que el problema de exact cover se corresponde con el problema de hallar un subconjunto de ai's cuya suma dé un string de unos, es decir,

K=
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Corolario

El problema partición es NP-completo.

Demostracion

Hemos probado que KNAPSACK(PARTICION EN Cap. 1 Teorema ?(
Definición

Dado un grafo dirigido G, al problema de si existe un circuito dirigido que pase por todos sus vértices una sola vez lo llamamos directed hamilton circuit. Al mismo problema en un grafo no dirigido lo llamamos hamilton circuit.

Teorema

directed hamilton circuit es NP-completo.

Demostración

1) La demostracion no está 
El siguiente lema sirve para demostrar que HAMILTONIAN CIRCUIT tambien es NP-completo.

Lema

Dado un grafo dirigido G podemos construir un grafo no dirigido G' tal que G tiene un circuito hamiltoniano dirigido si y solo si G' tiene un circuito hamiltoniano. hamiltoniano.

Demostración 

Dado G construimos G' de la siguiente manera

2) Todo nodo v de G lo reemplazamos por tres nodos v 1, v 2, v 3 y dos ramas { v 1, v 2} y { v 2, v 3} en G'. A v1 lo llamamos vértice de entrada y a v3 vértice de salida.

3) Todo arco u(v de G lo reemplazamos por la rama (u3,v1) en G' donde u3 es el vertice de salida de u y v1 es el vértice de entrada de v.




Demostración : Obvia. (
Definición

G=(V,E) es un grafo completo con un costo c(e) definido sobre E. Existe un circuito hamiltoniano cuyo costo no supera a B?. A este problema lo llamamos tsp decision.

Teorema

tsp decision es NP-completo.

Demostración

Transformamos  hamilton circuit en tsp decision.

Ver Teor 1 de Cap.1 (
Definición  

Un camino hamiltoniano en un grafo G es un camino que pasa por todos los vértices una sola vez. El problema hamilton path pregunta si un grafo tiene un camino hamiltoniano.

Teorema

hamilton path es NP-completo.

Demostracion

Ver teorema 3 en capitulo 1.

8.  La clase de problemas co-NP

Recordemos el problema hamilton circuit: Hay un circuito hamiltoniano en el grafo G?

Consideremos el siguiente problema complementario de hamilton circuit: No hay ningún circuito hamiltoniano en G?

hamilton circuit pertenece a NP porque una sucesion de vértices de G puede demostrar brevemente si la sucesion forma un circuito hamiltoniano. Es decir, este problema posee un certificado sucinto para demostrar una instancia positiva del mismo. En cambio, no parece haber manera breve de evidenciar que no existe circuito hamiltoniano en G que no sea enumerando todos los circuitos de G lo que es un certificado de tamaño exponencial.

Consideremos otro ejemplo. El problema TSP decision:  Existe un circuito hamiltoniano en G de costo no mayor que B? El problema complementario pregunta: Todo circuito hamiltoniano que exista tiene costo mayor que B?. Nuevamente no parece que haya manera de presentar un certificado sucinto. Por tanto, tampoco este problema complementario de un problema de NP parece no pertenecer a NP. Esto sugiere la siguiente definición:

Definición

La clase co-NP está formada por los complementarios de problemas de NP. Es decir, co-NP está formada por aquellos problemas de decision cuyas instancias negativas tienen un certificado sucinto. 

Hay problemas de NP cuyos complementarios pertenecen a NP. Considere el problema: Es el grafo conexo?. Su complementario : Es el grafo disconexo? Advertimos que el algoritmo "search" sirve para verificar eficientemente ambas preguntas al mismo tiempo. En general, todo problema de P tiene su complementario en P. Porque la máquina de Turing que responde al problema en tiempo polinomial se detiene con la respuesta si o no. Afirmamos entonces

Teorema 1

P(co-NP. Por tanto P( co-NP(NP (
No se sabe si co-NP = NP. Se conjetura que son distintos.

Demos dos ejemplos de problemas que  pertenecen a co-NP(NP.

Ejemplo 1

Definición: programacion lineal es el problema : Existe x racional tal que Ax(b ?

Este problema pertenece a  NP ( co-NP porque se sabe desde 1979 que tiene un algoritmo de tiempo polinomial (algoritmo del elipsoide) . Daremos una demostración directa del hecho.

El complementario de PL es el problema: Ax(b no es factible?

Los problemas siguientes son duales:

      max 0x


min yb

      Ax(b
(1)

yA=0
(2)

      x ><0


y(0

Por el teorema de dualidad (1) no es factible sii yb no está acotado en (2) lo cual es el caso sii hay un y factible tal que yb sea negativo, o sea que el siguiente problema que sea factible

yA(0

yA(0

y(0

yb(-1

Concluímos que PL y su complemento son ambos problemas de PL. Así que PL pertenece a NP y su complementario tambien pertenece a NP.

Ejemplo 2

Definición:  Composite es el siguiente problema: Dado el natural N, existen naturales PyQ tal que N=PQ?

prime es el siguiente problema: Es N primo?.

composite y prime son complementarios.

composite pertenece a NP porque cualquier factor de N sirve como certificado sucinto.

Se puede demostrar que prime también pertenece a NP.

Vimos mas arriba que hamilton circuit  y tspdecision tienen complementos que se sospecha no pertenecen a NP. Esto parece confirmarlo el siguiente teorema.

Teorema

Si un problema NP-completo tuviera su complementario en NP (y además pertenece a co-NP por definición) entonces NP y co-NP coinciden.

Dem: Sea C(NP-completo y supongamos C' su complemento que pertenezca a NP.

Sea A(NP. Entonces A(C. Y por tanto A'(C'

Veamos que existe un certificado sucinto de un instance positivo x de A'. La ( transforma x en un instance positivo de C' y este tiene un certificado sucinto por hipótesis (C'(NP). Por lo tanto, A' tiene cert. sucinto, es decir, A'(NP.(
Se conjetura la siguiente inclusión entre las clases de problemas 


9. Algoritmos pseudopolinomiales y problemas NP-completos fuertes

Definición

Sea ( un problema de decisión o un problema de optimización tal que su instancia contiene números en su definición. Llamemos longest(x) al mayor de ellos. Sea (x( el tamaño de la instancia. Un algoritmo para ( lo llamamos pseudopolinomial si su tiempo de ejecución está acotado por un polinomio en (x( y longest(x)

Ejemplo

Recordemos el problema knapsack, dado los naturales a1,...,an, K se pregunta si existe un subconjunto de las a's que sumen K. Damos un algoritmo para knapsack cuyo tiempo de ejecución es O(nK). Consideremos un grafo dirigido cuyos vertices son los pares de enteros no negativos (i,j) i=0,1,2,...,n j=0,1,2,...,K. y los arcos que muestra la figura:




Entonces el problema se traduce en si existe un camino entre (0,0) y (n,K). Esto se puede averiguar aplicando el algoritmo "search" que emplea un tiempo O(#de arcos). Aplicado a este grafo obtenemos un tiempo O(nK). Este algoritmo no es polinomial porque el tamaño del problema es O(nlogK)

K no puede ser acotado por log K. Por supuesto, si hubieramos encontrado un algoritmo polinomial para knapsack tendríamos que NP=P y la teoría de problemas Np-completos sería inutil.

En la práctica los números que aparecen en los problemas (en este caso K) están naturalmente acotados. Por lo tanto, un algoritmo pseudopolinomial puede ser considerado tan eficiente como uno polinomial. Así, si bien knapsack es NP-completo, no es tan malo como un problema NP-completo que no tenga un algoritmo pseudopolinomial. Esto problemas los definimos como fuertemente NP-completos y los definimos a continuación.

Definicion

Sea A un problema cuya instancia x contiene números en su definición. Sea Ap el problema restringido a instancias x tal que longest(x)(p((x() donde p es un polinomio (en particular p=const). Decimos que A es strongly NP-complete si Ap es NP-completo para algun polinomio p(n).

Ejemplo

clique es strongly NP-completo. k está acotado por n.

Teorema

Un problema A strongly NP-completo no tiene un algoritmo pseudopolinomial a menos que P=NP.

Demostración
Supongamos que A es strongly NP-completo entonces es Ap(n) es NP-completo para algun polinomio p(n). Por otra parte, supongamos que existe un algoritmo pseudopolinomial para A así que Ap es resuelto en tiempo

q((x(,longest(x))( q((x(,p((x()), es decir, Ap es resuelto en tiempo polinomial lo que es una contradicción a menos que P=NP. (
10. Problemas NP-hard

Si todo problema de NP es polinomialmente reducible a un problema A decimos que A es NP-hard. 

Por supuesto, todo problema NP-completo es NP-hard.

La situacion habitual de problema NP-hard es cuando A es un problema de optimización y todo problema de NP es polinomialmente transformable a A. 

Ejemplo 1

Consideremos el problema de optimización Min cx sujeto a Ax=b, x(0, x entero donde A y b son enteros. Este problema es NP-hard. En efecto, consideremos el problema si Ax=b, x(0, x entero es factible, este problema es NP-completo. Sumemos z a la primera ecuación de Ax=b con la condición de que sea entera y no negativa y consideremos la minimización de z. Este problema tiene minimo 0 sii el problema de factibilidad tiene solución.

Ejemplo 2

Consideremos el problema de tsp es decir hallar el circuito de minimo costo en un grafo completo. Este problema es NP-hard. hamilton circuit se puede tranformar en el. En efecto dado el grafo G aisgnemos 1 a la rama e si e(E y 0 si e(E. Entonces el circuito hamiltoniano existe en G sii el minimo circuito vale 0.

Ejemplo 3

Consideremos el problema de hallar un conjunto independiente con un mínimo número de vértices en un grafo G. Este problema es NP-hard. El problema independiente de hallar un conjunto independiente con un número k de vertices es transformable al primero. En efecto independiente tiene solución sii el mínimo es ( k.

Nota

Ciertos problemas que son NP-hard pueden tener casos particulares que son polinomiales. 

Ejemplo 1

El problema de hallar el máximo conjunto independiente en un grafo es hard. Sin embargo si el grafo es un arbol se puede hallar la solucion eficientemente por prog dinamica. Designemos a un nodo r como la raiz. Sea f(u) el maximo numero de nodos independientes del subarbol con raíz u. Entonces

f(u)= max{ (v(hijos de u f(v), 1 + (v(nietos de u f(v)}

M(u)= 0 si el max es el primer termino de {...}, M(u)=1 si no.

Comenzamos calculando f(u) para las hojas del arbol. f(u)=1, M(u)=1

Luego calculamos f(u) y M(u) para los padres de las hojas

Luego calculamos f(u) y M(u) para los abuelos de las hojas

etc. La solucion es el conjunto M={u: M(u)=1}

Este algoritmo es polinomial. Contemos las operaciones. Tenemos que calcular f(u) para N ues (N=nro de nodos). Cada calculo involucra una comparacion y dos sumas con menos de N sumando. En consecuencia el numero de operaciones es O(N2).

Ejemplo 2

Un grafo se dice k-colorable si bastan k colores para sus vértices de forma tal que vértices adyacentes tengan distinto color. Averiguar si un grafo es 2-colorable es de tiempo polinomial. En efecto, es lo mismo que determinar si un grafo es bipartito. Pero se puede mostrar que 3-colorable es NP-completo (esto último no lo vimos en clase).

Ejemplo  3

2-SAT pertenece a P pero 3-SAT es NP-completo.

Practica del Capitulo de Complejidad Computacional

1 Sean f(n) y g(n) cualquier par de las siguientes funciones. Para que pares se tiene que f(n)=O(g(n))?

2 n2, n3, n2log n, 2n, nn , nlog n , 
[image: image5.wmf],
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 n2 si n impar 2n si n par

3 Probar que para cualquier polinomio p(n) y cualquier constante c existe un entero n0 tal que p(n)<2cn para todo n(n0.

4 Describir un algoritmo de tiempo polinomial que resuelva el problema de averiguar si un grafo tiene algun circuito.

5 Probar que hallar el minimo camino dirigido simple entre dos nodos en un grafo dirigido es hard (usar el TSP).

6 Probar que si tuvieramos un algoritmo de tiempo polinomial para computar la longitud del circuito mas corto en el TSP entonces podríamos diseñar un algoritmo de tiempo polinomial que halle el circuito más corto.

7 Probar que la siguiente expresión no tiene una asignación de las variables que resulte en verdad.

(x1 ( x2 ( x3)( (x1( x2)( (x2( x3) ( (x3( x1) ((x1 ( (x2 (( x3)

8 Transformar el problema de satisfiability en un problema de programación entera.

9 Hallar un algoritmo polinomial para 2-SAT.

10 Definir un certificado sucinto para clique 

11 a) Llamamos co-P a la familia de problemas cuya negación pertenecen a P.  Mostrar que co-P=P  b) Llamamos co-NP a la familia de problemas cuya negación pertenecen a NP. Mostrar que si NP(coNP entonces P(NP.

12 3-coloring se refiere al problema de si es posible asignar a los vertices de un grafo 3 colores de manera que 2 vertices adyacentes tengan distintos colores. Mostrar que el problema pertenece a NP .

13 Llamemos primo al problema de dado un natural N preguntarse si es primo. a) Dar un algoritmo para reconocer un primo. Cual es la complejidad del algoritmo? b) primo(co-NP

14 El problema vagabundo es parecido al tsp pero el vendedor debe partir de cualquier ciudad recorriendo las otras una sola vez sin volver a la ciudad de partida. Transformar vagabundo en tsp y viceversa.
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Programa


0. Comenzar


1. Instruccion


2. Instruccion


3. Instruccion


...


N       Aceptar


N+1   Rechazar


N+2   Detenerse	
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