PÁGINA  
10
Optimizacion
Capitulo 5 - Algoritmos de Aproximación


A menos que NP=P, los problemas NP-hard no tienen algoritmos polinomiales por lo que un algoritmo que los resuelva en forma exacta puede tardar un tiempo prohibitivo. Así que debemos conformarnos con algoritmos polinomiales que den soluciones aproximadas. Existen dos categorías de tales algoritmos: algoritmos de aproximación y algoritmos heurísticos. En esta sección tratamos los primeros.

Indiquemos con A un algoritmo de tiempo polinomial aplicado a un  problema de minimización NP-hard que obtiene un valor A(x) aproximado del óptimo para cada instance x del problema. Sea Opt(x) el valor óptimo. Estamos interesados en acotar el error relativo de A(x). Decimos que el problema es (-aproximable si existe (>0 tal que para cualquier instance x del problema:
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Escribiremos tambien: 

A(x)( k opt(x)  (k=1+()






(1)

En el caso que se trata de un problema de maximización escribiremos:

A(x)( k opt(x) donde k<1






(1)

Veremos 3 casos: 

1) Se satisface la desigualdad para algún (>0.

2) Se puede satisfacer la desigualdad (1) para cualquier (>0 prefijado.

3) No se puede acotar el error en la forma (1). Decimos que el problema no es aproximable.

Cuando se satisface (1) decimos que el problema es k-aproximable.

El resto de esta sección es una serie de ejemplos.

1. Job Scheduling
Consideremos m máquinas iguales y n jobs que requieren pi (=1,2,...,n) tiempo en cualquiera de las m máquinas. Se trata de asignar los jobs a las máquinas de forma que el tiempo total para hacer todos los jobs sea mínimo. Este problema es NP-hard (lo demostramos para m=2). El algoritmo aproximado es el siguiente. Tenemos a los jobs en una lista ordenados de cualquier manera. Cada vez que una máquina queda disponible le asignamos el primer job de la lista. Sea opt(x) el mínimo tiempo para realizar todos los jobs usando este algoritmo. El caso mas favorable sería que ninguna máquina quedara parada como indica la figura.




De donde deducimos una cota inferior

((ipi)/m ( opt(x)

Además para cualquier i es obvio que

pi( opt(x)

Por otra parte sea sk el instante cuando se inicia el último job y A(x) el instante que termina.





Observamos que antes del instante sk todas las máquinas deben estár funcionando de donde deducimos

sk(((i(k pi)/m

De donde

A(x)=sk+pk (((i(k pi)/m + pk= ((i pi)/m + (1- 1/m)pk ( opt(x) + (1-1/m)opt(x)

A(x)( (2-1/m)opt(x)

De manera que este algoritmo es (2-1/m)–aproximable.

2. Bin packing
a1,...,an son números no negativos que no superan a 1. Imaginemos a los ai como los pesos de items a cargar en camiones y que el limite de peso de un camión es 1. El problema consiste en cargar los n items en un mínimo número de camiones.

El siguiente algoritmo aproximado se llama first fit. Cargamos los items a1, a2,... en los camiones B1,B2.... El item ai se carga en el primer Bk donde quepa.

Llamemos level(Bk) al peso que contiene el camión Bk.

Deduciremos una acotación del tipo (1). Primero, advirtamos la cota

(a1+...+an((opt(x)

Segundo, observemos que no puede haber dos camiones no vacíos que tengan level (1/2 porque pasaríamos parte de carga de uno a otro.

De manera que si cargamos en total k camiones debemos tener 

level(Bi)>1/2 para todo i excepto un camion a lo sumo(  2 level(Bi)>1(  2(a1+...+an)> k-1+(. Como (k-1+((=k (  2(a1+...+an(>k( 

2opt(x)>A(x)

Asi este algoritmo es 2-aproximable.

3. node cover 

Se trata de hallar un mínimo conjunto C* de vertices de un grafo G tal que toda rama de G sea incidente en un vértice de C*.

Damos 2 ejemplos. El primero es 2-aproximable. En cambio, para el segundo no existe k tal que sea k-aproximable.

Algoritmo 1

C=vacío

While there is an edge (u,v) add u and v to C and delete u and v from G.

End

Demostración que el algoritmo es 2-aproximable:

Sea C* un minimo cover.

Observemos que (C(/2 es el número de ramas elegidas por el algoritmo. Ademas estas ramas son disjuntas. Uno de sus vertices por lo menos pertenece a C*. Asi que (C*( ( (C(/2 ( (C((2(C*((
Ejemplo de un algoritmo cuyo error porcentual es tan grande como se quiera:

Algoritmo 2

C=vacío

While E no es vacío

 Elegir nodo de mayor grado, agregarlo a C y suprimirlo de G

End

Observemos que este algoritmo es intuitivamente mejor que el anterior,

Sin embargo podemos construir un G tal que el error ( del algoritmo precedente sea tan grande como se quiera. Construimos G de la siguiente manera. G contiene:

1) Ramas (ci,bi) (i=1,2,...,n)

2) Particionamos los bi  en conjuntos de 2 vertices y unimos cada par con un nuevo vértice ak, k=1,2,...,[n/2]

3) Particionamos los bi en conjuntos de 3 vertices y unimos cada terna con un nuevo vértice ak , k= [n/2]+1, [n/2]+2,..., [n/2]+[n/3]

4) ...,etc

5) Unimos los vértices b1,...,bn-1 con un nuevo vértice aL(n)
Observamos que el número de vértices a's es

L(n)= [n/2]+[n/3]+...+[n/n-1]    ([a]= parte entera de a)

Se puede ver que el G así formado tiene aL(n) como vértice de mayor grado. Si suprimimos esta aL(n) de G resulta que otro vertice ak es el de mayor grado, etc. Luego que suprimimos todos los a's es necesario suprimir los n b's para terminar el cubrimiento según el algoritmo. Por lo tanto A(x)=L(n)+n. Pero Opt(x)=n porque los b's son un cubrimiento mínimo. Así el error relativo es L(n)/n que crece como log2 n.

4. TSP
El problema del viajante es el siguiente. Dado un grafo completo Kn con n vértices y una función definida sobre sus vértices c:E(R, hallar un circuito hamiltoniano de mínimo costo. Demostramos que no existe ningún algoritmo k-aproximable para tsp en general. En cambio, si la distancia entre ciudades satisface la propiedad triangular demostraremos que es aproximable. 

Teorema

El TSP no es aproximable a menos que  P sea igual a NP.

Demostración

Mostraremos que si A polinomial aproximara a TSP entonces resolvería el problema hamilton cycle (lo que implica que NP=P).

Sea G=(V,E) un grafo y definimos un costo para el grafo completo dado por


[image: image2.wmf]î

í

ì

Ï

+

Î

=

E

j

i

para

n

E

j

i

para

d

ij

)

,

(

2

)

,

(

1

e


Si existe un ciclo hamiltoniano el costo optimo es n.

Si no existe, el costo optimo es mayor que n-1 + 2+n(> n(1+()=nk

Supongamos que A es un algoritmo (-approximable para el tsp.

Si aplicado A da un ciclo de costo n entonces es hamiltoniano. En caso contrario nos dará un ciclo de costo mayor nk. Si opt es el costo optimo y suponiendo que TSP es aproximable debemos tener nk/opt <k, es decir, n<opt ( G no es Hamiltoniano. Por tanto, el algoritmo A nos permitiria decidir si G es hamiltoniano(
Definición: Llamaremos (tsp al problema del viajante cuando la distancia entre sus vértices cumple la propiedad triangular. 

Teorema

(tsp es NP-hard

Dem. : La misma que para  tsp(
Para (tsp deduciremos dos algoritmos de aproximación: el primero es 2-aproximable y el segundo 3/2 – aproximable. Este último fue descubierto posteriormente al primero.

Primero, necesitamos algunos resultados de teoría de grafos:

Definición:  Un multigrafo es un grafo que admite más de una rama entre vértices.

Proposición  En un grafo (o multigrafo) la suma de los grados de sus vértices es igual al doble del número de ramas. (el grado de un vértice es el número de ramas que inciden en el vértice).

Dem: Por inducción(
Corolario En un grafo el numero de vertices de grado impar es par.

Definición:  En un multigrafo llamamos walk a una secuencia de vertices y ramas: u1e1u2, u2 e2 u3, ,...,un en un+1 donde ei es una cualquiera de las ramas entre los vertices ui y ui+1.  Decimos que el walk es cerrado si  u1=un+1. Un circuito euleriano es un walk cerrado donde aparecen todas las ramas del multigrafo exactamente una vez cada una. (Advirtamos que en un circuito euleriano aparecen todos los vértices por lo menos una vez cada uno). Un grafo lo llamamos euleriano si contiene un circuito euleriano.

Teorema (Euler)

Un multigrafo contiene un circuito euleriano sii es conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Demostración:

Imaginemos que el circuito recorre el grafo entonces debe salir y entrar por cada vertice. Se sigue que el grado de los vertices debe ser par. Por otra parte es obvio que el grafo debe ser conexo.

Demostremos ahora que la condición es suficiente. Por inducción.

Sea u0 cualquier vértice. Partiendo de u0 entremos en otro vértice u1. Salgamos de u1 y pasemos a u2 lo que podemos hacer porque el vértice es par... podemos continuar así usando el mismo argumento hasta que eventualmente entramos de nuevo en u0. Si este walk cerrado contiene todas las ramas del grafo el teorema está demostrado. Si no, borremos las ramas usadas en este subcircuito y consideremos las componentes conexas del grafo que resta. Para cada una de estas tenemos un circuito euleriano por inducción. "Juntemos" todos estos subcircuitos y el teorema está demostrado. (
Ilustración de construcción de circuito euleriano










Dos algoritmos para (tsp
Lema 1

Sea Kn con un costo c triangular definido sobre sus ramas. 

Sea G=(V,E) un multigraph euleriano con los mismos vertices que Kn . Sea c(E)=((i,j)(E cij. Existe un ciclo hamiltoniano ( en Kn cuyo costo c(() (c(E). A ( lo llamamos imbedded en el walk euleriano.

Demostración

Por hipótesis hay un walk euleriano w. Su costo es c(E). w se puede expresar en la forma :

w=w0 i1w1 i2...wn-1inwn 

donde i1,...,in, forman un camino hamiltoniano y los wi son secuencias formadas con {1,2,...n}. Por la propiedad triangular c(E)(c(().(



Algoritmo 1

1. encontrar un minimo spanning tree T en Kn
2. Creamos un multigraph G duplicando las ramas de T

3. Encontrar un walk euleriano y un ciclo hamiltoniano embedded.

Teorema

El algoritmo 1 es 2-aproximable

Demostración

T es conexo y al doblar sus ramas G es euleriano.

Sea c0 el costo minimo de un ciclo hamiltoniano.

Basta mostrar por el teorema que c(E)(2c0

Tenemos que c(E)= 2.c(T)

c(T) ( c0 porque un ciclo hamiltoniano menos una rama es un spanning tree(
Algoritmo 2 (Chrisofides)

Observación:  En un grafo completo con un número par 2n de vértices hay un matching completo de n ramas y, por lo tanto, un mínimo matching completo.

Sea Kn un grafo completo con n vértices con un costo c definido sobre sus ramas.

1) Sea T un mínimo spanning tree de Kn.

2) Sea M un matching completo mínimo del grafo completo formado por los vértices de grado impar de T. 

3) Sea G el multigrafo construído con los n vértices cuyas ramas son la union de las ramas de T y M y los costos de ramas dados para Kn.

Teorema

G es euleriano. Sea ( un circuito  hamiltoniano imbedded en un  circuito euleriano de G . Entonces c(()(3/2 c0 donde c0 es el mínimo costo de un circuito de Hamilton en Kn.

Demostración

El numero de vertices de grado impar de T es par por corolario de proposicion. Por lo tanto, hay un matching completo mínimo sobre los vértices impares. En cada uno de estos vertices incide una rama de M que sumada a las ramas de T resultan en grado par. Por lo tanto todos los vertices de G son pares.

Consideremos un circuito euleriano en G y sea ( un ciclo hamiltoniano imbedded. Por el lema c(()(c(E)=c(T)+c(M)

Ahora observemos que si sacamos una rama a un ciclo halmiltoniano tenemos un arbol. Por tanto debe ser 

c(T)(c0 (=costo del ciclo hamilt minimo)

Resta que demostremos que

c(M)( ½ c0
Podemos escribir el ciclo hamiltoniano optimo (0 = (1v1(2  ... (2mv2m donde v1,...,v2m son los vértices de grado impar de T. Por la propiedad triangular:

c0= c((0)( [c(v1,v2)+             c(v3,v4)               +...+                      c(v2m-1,v2m)]+

[c(v2 v3)+              c(v4,v5)+...+ c(v2m-2,v2m-1)+               c(v2m,v1)]

Observemos que las 2 sumas entre corchetes son los costos de 2 matchings de los vertices impares de T. Pero cada uno de estos es ( que el costo del mínimo matching c(M) así que c0(2 c(M) (
5. knapsack 
Recordemos el problema de knapsack. Dados enteros no negativos a1,...,an, K, existe un subconjunto de los a's que sume K?

Llamamos knapsack decision al siguiente problema: dados enteros no negativos c1,...,cn, w1, ...,wn, K, W  

existe P({1,2,...n} tal que (i(P ci (K y (i(P wi (W?

Interpretamos la situación como la de tener n items de valores ci y pesos wi y preguntamos si hay un subconjunto de items de peso total no mayor que W y valor total no menor que K.

Llamamos knapsack optimización  al siguiente problema de optimización:

max ( cixi
sujeto a (wixi (W






(1)

xi=0,1 (i=1,2,...,n)

Mostremos a continuación que knapsack optimización es NP-hard, es decir cualquier problema de NP es polinomialmente transformable en el.

Lema

knapsack decision es NP-completo.

Demostración

Transformamos knapsack en knapsack decision.

Consideremos el problema de si existe P tal que

(i(P ai ( K y (i(P ai(K(
Corolario

knapsack optimización es NP-hard.

Demostración

Transformamos knapsack decision en knapsack optimización.

Observamos que (i(P ci(K y (i(P wi(W sii el max de (1) no es menor que K.(
Mostramos a continuación que dado (>0 existe un algoritmo polinomial que soluciona toda instancia de knapsack optimización con un error menor que (.

Primero resolvemos el problema en forma exacta con un algoritmo pseudopolinomial mediante programación dinámica. Describamos (1) como el problema de elegir un subconjunto S({1,2,...,n} tal que la suma de los valores ci sea mínima y la suma de los pesos pi no supere a K. 

fj(k): peso mínimo de un subconjunto de {1,2,...,j } cuya suma de valores = k.

fi(k)=( si no existe tal subconjunto.

Usaremos las condiciones de borde fj(0)=0  (j=1,2,...,n). Advertimos la validez de la siguiente forma de recurrencia.

Para cada k=1,2,...,C  (C=(i ci) calculamos

fj(k)= 
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El tiempo de ejecución del algoritmo es proporcional al número de veces que calculamos f, es decir, O(nC). Llamando cmax =maxi ci como C(ncmax así que el tiempo de ejecución es 

O(n2 cmax).

Dado (>0 vemos como podemos conseguir una solución aproximada reduciendo el tiempo de ejecución. En (1) sustituímos

ci por 
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donde k es un factor de escala, por ejemplo, k=10t. Determinaremos k de forma que el max de (1) quede determinado con un error relativo (.

Sea S* el subconjunto de {1,2,...,n} óptimo de (1).

Sea Sk  el subconjunto de {1,2,...,n} óptimo de (1) con la sustitución (2)

(j(S(k) cj  ( (j(S(k) k 
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(j(S(k) k 
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=(j(S* cj -  k(S*(( (j(S* cj -  kn

Se deduce que (j(S*  cj - (j(S(k) cj  ( kn

(= ((j(S*  cj - (j(S(k) cj )/ ((j(S*  cj)( kn/cmax 

Lo que muestra que fijando k podemos obtener un error relativo prefijado. A su vez queda disminuído el tiempo de ejecución en O(n2cmax/k).

6. max-sat
Sea C1,C2,...,Cm m cláusulas en las variables booleanas x1,x2,...,,xn. Se trata de asignar a las x's valores 0,1 de forma que sea máximo el número de las cláusulas satisfechas. Este problema es NP-hard porque sat se reduce a max-sat cuando el máximo es m. Apelaremos a un método probabilístico para resolver max-sat. 

Imaginemos que las xi son reemplazadas por variables aleatorias independientes (i tal que P{(i=0}= P{(i=1}= ½ . Sea ( el número aleatorio de clausulas satisfechas. La probabilidad que una cláusula dada sea satisfecha es 1-(1/2)(C( donde (C(es el número de literales que tiene la clausula. Por lo tanto, el número esperado de cláusulas es

E{(} =([1-(1/2)(C(]  (la suma se extiende a las m cláusulas). 

(1)

Se deduce que

E{(} ( [1-(1/2)p] m  donde p=min(c(
Sea opt(x) elmáximo del problema max sat para la instance x. Obviamente opt(x)(m. Así que,

E{(} ( [1-(1/2)p] Opt(x)






(2)

Por lo tanto, si consideramos que reemplazar las xi por valores al azar es un algoritmo resultaría por (2) que este algoritmo es  [1-(1/2)p] – aproximable. Sin embargo, deseamos un algoritmo determinista. Para eso procedemos de la siguiente manera.

Imaginemos haber definido números binarios para las primeras k x's que llamamos (1, (2,..., (k ((i=0,1).  Y reemplazamos el resto de las x's por variables aleatorias (k+1, (k+2, ...,(n. El número aleatorio de cláusulas satisfechas en estas condiciones indiquemoslo mediante (((1, (2,..., (k, (k+1, (k+2, ...,(n). Observemos que la esperanza de esta variable se puede calcular de forma parecida a (1). Por otra parte, tenemos lo siguiente:

E(((1, (2,..., (k, (k+1, (k+2, ...,(n)= ½ E(((1, (2,..., (k, 0, (k+2, ...,(n)+





         ½ E(((1, (2,..., (k, 1, (k+2, ...,(n)
(3)

Definamos (k+1 que sea 0 ó 1 según cual sea mayor de las dos E's del segundo miembro de (3). Así que resulta:

E(((1, (2,..., (k, (k+1, (k+2, ...,(n)( E(((1, (2,..., (k, (k+1, (k+2, ...,(n)   
(4)

Algoritmo

Partiendo de E(()=E(((1, (2,...,(n) dado por (1), calcular sucesivamente 

E(((1, (2,..., (k, (k+1,  ...,(n) hasta (((1, (2,..., (n). 

(1(2,..., (n es la asignacion que da el algoritmo a las variables x1,x2,...,,xn. 

Teniendo en cuenta (2) y (4) resulta que el número de cláusulas satisfechas por dicha asignación (((1, (2,..., (n) satisface:

(((1, (2,..., (n)( [1-(1/2)p] Opt(x)

Es decir el algoritmo es [1-(1/2)p] – aproximable.

Practica del capitulo de algoritmos de aproximacion

Ejercicio 0

Consideremos el problema del viajante. Indiquemos con Opt(x) el valor optimo para la instancia x. Sea VMP(x)  el valor que resulta de aplicar el algoritmo del vecino mas proximo. Mostrar una instancia x para la cual VMP(x)/Opt(x)(K para cualquier K arbitrariamente grande

Ejercicio 0.1

Se tiene que cargar n  items de peso ci en camiones de capacidad B (ci(B) usando un minimo de camiones. Mostrar que si ci >B/3 el problema puede ser formulado como un problema de matching (papa 245).

Ejercicio1

Recordemos que CUBRIMIENTO POR NODOS, CLIQUE y CJTO INDEPENDIENTE son equivalentes. Puede Ud transformar el algoritmo 2 de la seccion 3 en algoritmos aproximados para  CLIQUE y CJTO INDEPENDIENTE. Porque no?  (papa 430)

Ejercicio 2

Un Hamilton walk de un grafo G=(V,E) es un walk cerrado que visita cada nodo por lo menos una vez. a) Mostrar que el Hamilton walk es NP-hard. b) Dar un algoritmo ½ -aproximable para este problema (papa 431)

Ejercicio 3

Teorema  1.1 (dorit 5)

Ejercicio 4

Lemma 1.1 (dorit 11) ¿???

Ejercicio 5

Mostrar que para n existe un grafo bipartito con 2n vertices para el cual el algoritmo de coloreo necesita n colores. Por otra parte mostrar que existe un ordenamiento de los vertices para el cual el algoritmo necesita 2 colores (korte 392)

Ejercicio 6

Formulate a 2-factor approximation algorithm fot the folowing problem. Given a digraph with edege weights, find a directed acyclic subgraph of maximum weight.

Ejercicio 1 (korte 390) ???

Ejercicio 8

Se tienen que cargar n  items de peso ci en camiones de capacidad B (ci(B) usando un minimo de camiones. Se usa el siguiente algoritmo (next fit). Sean B1 , B2, ...,Bk los camiones cargados  hasta ahora y sean x1 x2 ...xi los items cargados hasta ahora. Si xi+1 cabe en Bk se lo carga. Si no se cierra el camion Bk y se carga xi+1 en Bk+1. Mostrar que para next fit se tiene A(x)( 2 OPT(X) –1 (dorit 49)
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