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Optimización
Capítulo7 – Recocido Simulado


Simulated Annealing - Threshold algorithms (threshold = umbral)

El algoritmo de recocido simulado (Simulated Annealing Algorithm - SAA) pertenece a una clase de Algoritmos de busqueda local (Local Search Algorithms – LSA) comunmente llamada Algoritmos de Umbral (Threshold Algorithm - TA). Hay dos razones por las cuales los TA resultan interesantes dentro de los LSA:

1) parecen andar bien en una amplia gama de problemas reales (practicos)

2) algunos TA, como el SAA, tienen caracteristicas que permiten hacer un analisis de la convergencia.

Esqueleto de un TA

Sea (S,c) una instancia de un problema de optimizacion combinatoria, donde:

· S es el conjunto de soluciones factibles

· c es la funcion costo (a valores reales positivos)

El problema es hallar un i en S que minimize c.

Para implementar un TA son necesarios ademas:

· Una funcion entorno N de S en partes de S.

· Una sucesion tk (los llamados threshold)

La manera de elegir los tk y el criterio de aceptacion de una nueva solucion definen 3 tipos de TA:

Dado i en S en la iteracion k

Genero j en N(i)

Utilizo los valores c(j) – c(i) y tk para decidir aceptar o no la solucion j  

Local Search Improvement (mejora continua): tk = 0 (para todo k)

Si c(j) – c(i) < tk = 0 entonces acepto j

Threshold Accepting (umbral de aceptacion): se fija la sucesion tk tal que tk ( tk+1, tk > 0, y tk tiende a 0 cuando k tiende a infinito.

Si c(j) – c(i) < tk entonces acepto j

En este caso, todas las soluciones que disminuyen el costo son aceptadas, y las que incrementan el costo son aceptadas en forma limitada. A medida que aumenta k (progresa el algoritmo) solo se aceptan incrementos pequeños, hasta que eventualmente solo se aceptan mejoras.

Simulated Annealing (recocido simulado): los tk se toman como en el threshold accepting pero el criterio de aceptacion es probabilistico

Si c(j) – c(i) ( 0 entonces acepto j

Si c(j) – c(i) > 0 entonces acepto j con probabilidad exp [(c(i) – c(j)) / tk]

(en la iteracion k se genera un numero al azar r y se acepta j si r < exp [(c(i) – c(j)) / tk])

En este caso, cada vecino de una solucion tiene una probabilidad positiva de reemplazar a la solucion actual. Los tk se eligen de forma tal que a medida que avanzan las iteraciones, aceptar soluciones con grandes incrementos en el costo es menos probable (pero sigue existiendo una probabilidad positiva de aceptarlos).

Analogia Fisica

El metodo del recocido se utiliza en la industria para obtener materiales mas resistentes, o mas cristalinos, en general, para mejorar las cualidades de un material.

El proceso consiste en “derretir” el material (calentarlo a muy alta temperatura). En esa situacion, los atomos adquieren una distribucion “azarosa” dentro de la estructura del material y la energia del sistema es maxima. Luego se hace descender la temperatura muy lentamente por etapas, dejando que en cada una de esas etapas los atomos queden en equilibrio (es decir, que los atomos alcancen una configuracion optima para esa temperatura). Al final del proceso, los atomos forman una estructura cristalina altamente regular, el material alcanza asi una maxima resistencia y la energia del sistema es minima.

Experimentalmente se comprueba que si la temperatura se hace descender bruscamente o no se espera suficiente tiempo en cada etapa, al final la estructura del material no es la optima.

La rama de la Fisica llamada Mecanica Estadistica se encargo de desarrollar una serie de metodos para estudiar el comportamiento de grandes cantidades de atomos de un sistema. Debido a que en promedio, en un sistema hay 1023 atomos por cm3, solamente puede estudiarse el comportamiento mas probable del sistema en equilibrio a una dada temperatura. La experimentacion mostro que los atomos de un sistema en un proceso de recocido se comportan según el factor de probabilidad de Boltzman. En 1953 Metropolis modelo el proceso de recocido: en cada paso del algoritmo se le da al atomo un desplazamiento azaroso y se mide el cambio de energia (E. Si (E ( 0 se acepta el desplazamiento. Si (E > 0, se acepta el desplazamiento con probabilidad exp (-(E / T.K), donde T es la temperatura del sistema y K es la constante de Boltzman.

The simulated annealing method (El metodo del Recocido Simulado)

Sea S el conjunto de soluciones posibles del sistema (a las que identificamos con los diferentes “estados del sistema”) y tenemos dada una funcion costo sobre los elementos de S (a la que identificamos con la “energia del sistema”). Se quiere encontrar un elemento en S que minimize la funcion costo (analogamente, se trata de encontrar un estado en el cual la energia del sistema sea minima). Asumimos que los estados del sistema tienen la funcion de distribucion de probabilidad de Boltzman, i.e., la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j es:

P (j) = (1/Zt) exp [- c(j) / t]

Donde Zt = ( exp [- c(i) / t] (suma sobre todos los elementos i de S)

t es la temperatura del sistema y c(i) es el costo de la solucion i.

Sea S* el subconjunto de S de las soluciones que minimizan c (globalmente, es decir soluciones optimas del problema). Para t suficientemente chico:

exp [- c(j*) / t]  >>  exp [- c(j) / t]

para todo j != j*

Entonces:

P (j) = exp [- c(j) / t] / {S* exp [- c(j*) / t]} = 
0
si j != j*

1/S*
si j = j*

(Esto se obtiene de tomar t tendiendo a 0)

Por lo tanto: ( P (j*) = 1 (suma sobre todos los j* en S*).

Simulated Annealing Algorithm (Algoritmo de Recocido Simulado)

Version monotona

El algoritmo se divide en etapas. A cada etapa le corresponde una temperatura menor que la que tenia la etapa anterior (a esto hace referencia la monotonia: despues de cada etapa la temperatura baja, se enfria el sistema). Por lo tanto hace falta un criterio de cambio de la temperatura (“cuanto tiempo” se espera en cada etapa para dar lugar a que el sistema alcance su “equilibrio termico”).

Datos iniciales y parametros a ser definidos para poder inicializar el algoritmo:

Temperatural inicial (T0) 

La temperatura inicial T0 debe ser una temperatura que permita casi (o todo) movimiento, es decir que la probabilidad de pasar del estado i al j (en N(i)) sea muy alta, sin importar la diferencia c(j) – c(i). Esto es que el sistema tenga un alto grado de libertad. En problemas como TSP, donde el input son los nodos de un grafo y las soluciones posibles son distintas formas de recorrer estos nodos, pude tomarse T0 proporcional a la raiz cuadrada de la cantidad de nodos. En general se toma un valor T0 que se cree suficientemente alto y se observa la primera etapa para verificar que el sistema tenga un grado de libertad y en funcion de esta observacion se ajusta T0.

Solucion inicial (i0)

En todas las versiones, el sistema debe ser “derretido” antes de implementar el algoritmo. Esto es que la solucion factible incial que llamamos i0 deberia ser una solucion tomada al azar del conjunto de soluciones factibles. En algunos problemas esto puede hacerse utilizando pseudo-random numbers provistos por una maquina (ejemplo de esto es el bandwidth problem). Pero en muchos casos ya es problemático encontrar una solucion, por lo que es imposible tomar una al azar. En estos casos se implementa un algoritmo “greedy” tipo local search para buscar una solucion factible y se toma esta como i0 (ejemplo de esto es el TSP).

Funcion entorno (N)

Factor de enfriamiento

Tnext = (T
(factor de enfriamiento geometrico, ( < 1, muy cercano a 1)

Tnext = 1 / (1 + (T)   (donde ( es un real positivo cercano a cero)

Criterio de cambio de la temperatura

Se usan dos parametros: K = cantidad de iteraciones que estamos dispuestos a hacer en cada etapa (equivalente a la cantidad de tiempo que vamos a esperar a que el sistema alcance su equilibrio termico para una dada temperatura T); A = cantidad de aceptaciones que se permiten hacer en cada etapa.

A medida que T disminuye se supone que al sistema le resulta mas dificil alcanzar un equilibrio porque es mas dificultoso el movimiento, entonces hay que esperar mas tiempo, esto se traduce en aumentar K.

Parametro de aumento de K ((, se usan valores alrededor de 1,05)

Criterio de STOP

a) Lundy and Mees: si el algoritmo se detiene cuando T < ( / [ln (#S – 1)/(]

Donde #S es el cardinal del conjunto de soluciones (debe tenerse un metodo de estimar este valor).

Entonces, si i es la solucion que da el algoritmo e i* en un optimo global,

P(|c(i) – c(i*)| < () = (
b) En general se utiliza un parametro de congelamiento (frozen: FRZN). Como a medida que disminuye la temperatura, aumenta el parametro K y A permanece constante, la proporcion A/K se hace pequeña. Asumimos que si A/K < FRZN el sistema esta congelado (la cantidad de aceptaciones respecto de la cantidad de iteraciones es muy chica, esto da la idea de que cambiar de configuracion es muy dificil).

El algoritmo:

1. i = i0
2. T = T0
3. K = K0
4. while (condicion de STOP)

5.
while (k < K && a < A)

6.

generar j en N(i)

7.

if (c(j) – c(i) < 0)

8. 


i = j

9.


a = a + 1

10.

else

11. 


generar un numero r al azar (pseudo-random number)

12. 


if (r < exp [(c(i) – c(j))/T])

13.



i = j

14.



a = a + 1

15.

k = k + 1

16.
T = (T

17
K = (K

18.
k = 0

19.
a = 0

20. mostrar i, c(i)

Version no monotona (fast cooling)

Se utiliza un factor de calentamiento que permite enfriar mas rapidamente el sistema. Esto es, elegir un factor de enfriamiento ( menor y considerar que si en una etapa dada, con una temperatura T, el algoritmo no alcanza a realizar A aceptaciones es porque el sistema se enfrio “demasiado rapido” y entonces en la siguiente etapa se multiplica T por un factor de calentamiento ( (1 < ( < 2, valores clasicos: mayores a 1,25). Imaginar que en una etapa se alcanzo un minimo local y la temperatura T es muy baja, entonces la probabilidad de poder salir del minimo es tambien muy baja, por eso se aumenta un poco la temperatura para que en la siguiente etapa la probabilidad de “salir” del minimo local sea mayor.

En este caso el algoritmo queda asi:

1. i = i0
2. T = T0
3. K = K0
4. while (condicion de STOP)

5. 
while (k < K && a < A)

6.

generar j en N(i)

7.

if (c(j) – c(i) < 0)

8. 


i = j

9.


a = a + 1

10.

else

11.


generar un numero r al azar (pseudo-random number)

12.


if (r < exp [(c(i) – c(j))/T])

13.



i = j

14.



a = a + 1

15.

k = k + 1

16.
if (a = A)

17.

T = (T

18.
else (k = K)

19.

T = (T

20.
K = (K

21.
k = 0

22.
a = 0

23. mostrar i, c(i)

Aplicaciones

Bandwidth Problem (BWP). Dado G un grafo con N nodos y M ramas, un etiquetado de G es una numeracion de los N vertices. Notar que hay N! etiquetados posibles.

Dado un etiquetado s de G, sea As la matriz de adyacencia vertice-vertice de G, entonces As es una matriz de NxN, simetrica y binaria. Definimos el ancho de banda de As como la maxima distancia de un 1 a la diagonal, es decir:

h(As) = max {i – j / aij = 1, i<j} = max {|i – j| / aij = 1}

Y definimos el ancho de banda de G como el minimo ancho de banda sobre todos los etiquetados posibles de G:

h(G) = min {h(As) / s es un etiquetado de G}

El BWP consiste en encontrar un etiquetado de G que minimice la funcion h. En los terminos ya vistos: el conjunto S es el conjunto de etiquetados posibles, la funcion costo es la funcion h que va de S en los enteros, y lo que se quiere es encontrar un s en S tal que h(As) sea minima.

Un problema clasico es resolver ecuaciones del tipo Ax = b, donde A es una matriz cuadrada simetrica y rala (esto ocurre cuando la matriz A es la matriz de adyacencia de un Grafo en el que N >> M). Los procesos directos tienen complejidad O(n3) mientras que existen procesos para matrices de banda (band solvers) con complejidad O(nB2) donde B es el ancho de banda de la matriz A.

Definicion de entorno 1: N(s) = {s’ / s’ se obtiene de s intercambiando dos filas y las correspondientes dos columnas de la matriz As}

Despues de la experimentacion se vio que considerando otra definicion de entorno el algoritmo obtenia los mismos valores en menos tiempo.

Definicion de entorno 2: N(s) = {s’ / s’ se obtiene de s intercambiando una fila ofensiva con una fila cualquiera y las correspondientes dos columnas de la matriz As}

Donde una fila ofensiva es una fila en la cual hay un 1 que realiza el ancho de banda de As.

TSP. Dada una instancia del problema del viajante, con N ciudades, y la posibilidad de ir de una a otra, y un costo asociado al viaje entre cualesquiera dos ciudades. El problema es hallar un circuito hamiltoniano de minimo costo. Este problema puede resolverse utilizando un algoritmo de recocido.

Kirkpatrick et al. testearon el algoritmo aplicado al TSP. Una de las pruebas que realizaron fue distribuyendo 400 ciudades dentro de un cuadrado dividido en 9 sectores. El costo de viajar entre dos ciudades es proporcional a la distancia entre ellas (fijado un sistema catersiano para todo el sistema, la distancia entre dos ciudades es la suma de la diferencia de las proyecciones sobre cada eje). Es necesaria una solucion inicial S0, obtenida aplicando un algoritmo “greedy”: partiendo de una ciudad ir a la mas cercana que aun no haya sido visitada. Y desde la ultima ciudad (cuando no quede ninguna por visitar), volver a la primera.

Ahora es necesario tener una definicion de entorno: dada una numeracion de las N ciudades, un circuito hamiltoniano puede representarse como una tira de N+1 numeros (a1, a2, a3, ... , aN, a1), donde en circuito es ir de a1 a a2, de a2 a a3, ... , y de aN a a1. Los vecinos del circuito se obtienen de intercambiar cualesquiera dos ciudades de lugar en la tira (observar que la nueva tira sigue describiendo un circuito hamiltoniano).

Anexo: Un ejemplo simple

Queremos hallar el maximo de f(x)=x3-60x2+900x+100 entre x=0 y x=31. Describiremos como resolveriamos este problema por SA. Discretizamos el rango de valores de x con vectores binarios de 5 componentes entre 00000 y 11111. Estos 32 vectores constituyen S las soluciones factibles del problema. Para cada i(S definimos N(i)={j: j resulta de cambiar una componente de i} es decir N(i) tiene 5 elementos.

Le damos un valor inicial a T intuitivamente, por ejemplo, T0 =100 o 500 y en cada iteracion del algoritmo lo reduciremos en 10%, es decir, Tk = 0.9 Tk-1 (cooling schedule).

Cada iteracion consiste de lo siguiente:

· Dada una solucion i elegir j al azar de N(i) y reemplazar j por i a menos que

· Rechazar j si f(j)(f(i) y (>exp{(f(j)-f(i))/Tk } (donde ( es un numero al azar en (0,1) 



Valores de la funcion




0
0
100

10000
16
3236

1
1
941

10001
17
2973

10
2
1668

10010
18
2692

11
3
2287

10011
19
2399

100
4
2804

10100
20
2100

101
5
3225

10101
21
1801

110
6
3556

10110
22
1508

111
7
3803

10111
23
1227

1000
8
3972

11000
24
964

1001
9
4069

11001
25
725

1010
10
4100 
optimo
11010
26
516

1011
11
4071

11011
27
343

1100
12
3988

11100
28
212

1101
13
3857

11101
29
129

1110
14
3684

11110
30
100

1111
15
3475

11111
31
131


tabla 2






T
bit
vecino(x)
f(vecino)
delta f
cambiar?
x







10011

100
1
11
2287
112
no
10011

90
3
10111
1227
1172
no
10011

81
5
10010
2692
<0
si
10010

73
2
11010
516
2176
no
10010

66
4
10000
3236
<0
si
10000

59
3
10100
2100
1136
no
10000


tabla 3






T
bit
vecino
f(vecino)
delta f
cambiar?
vector







10011

500
1
11
2287
112
si
11

450
3
111
3803
<0
si
111

405
5
110
3556
247
si
110

364
2
1110
3684
<0
si
1110

328
4
1100
3988
<0
si
1100

295
3
1000
3972
16
si
1000

266
4
1010
 4100*
<0
si
1010

239
5
1011
4071
29
si
1011

215
1
11011
343
3728
no
1011

En la tabla 2 mostramos 5 iteraciones  partiendo de un T inicial igual a 100. El algoritmo llega a 10000 y no puede salir de la atraccion de dicho valor en las proximas 50 iteraciones. El valor 10000 (x=16) es un maximo relativo dentro del entorno N(10000). Esto muestra que el valor inicial de T es muy bajo para sacarlo de la trampa en que cae partiendo de 10011. En la tabla 3 mostramos 9 iteraciones partiendo de un T inicial de 500 y se llega al optimo 1010 (x=10) en la iteracion 7. En las 150 iteraciones restantes el valor visitado fue el optimo o uno de sus vecinos. Esto muestra la importancia de acertarla en T0
Parámetros para un planteo general

1) La codificacion , la definicion del entorno y la solucion inicial

2) El valor inicial de T0 y el factor de enfriamiento (.

3) Para cambiar la temperatura se consideran dos parametros

K= numero de iteraciones

A= numero de iteraciones en que se acepta un cambio

4) Factor de calentamiento (.

4) Si la fraccion A/K< FROZEN se detiene el algoritmo.

Ejemplo: TSP
Codificacion  Las n ciudades las numeramos de 1 a n. Las n! permutaciones son las posibles soluciones. Sea i una permutacion N(i)={j: j resulta de i intercambiando dos ciudades. Una solucion inicial la podemos obtener por el algoritmo ambicioso.

Ejemplo : Ancho de banda
Sea A una matriz cuadrada y simetrica de n por n cuyos elementos son ceros o unos. Definimos el ancho de banda w={(i-j(: aij=1}. Se trata de minimizar w intercambiando filas y correspondientes columnas. Es decir, consideramos inicialmente que las filas y columnas estan numeradas 1,2,...,n. Se trata de hallar una permutacion de filas y la misma permutacion de columnas que haga minimo w.

Las permutaciones de 1,2,...,n son las posibles soluciones. Definimos el vecino de una permutacion al que se obtiene intercambiando dos filas y las correspondientes columnas. 

PRACTICA 

Considerar el problema knapsack siguiente. Se tienen n items con valores v 1, v 2,..., vn y pesos (enteros)  p 1, p 2,..., pn y un entero P.  Se trata de hallar un subconjunto de los items cuya suma de valores es máximo y cuya suma de pesos no exceda P.

Definir un algoritmo por simulated annealing  y programarlo para este problema. (Kreher177)







