Propiedades de falta de memoria

Distribucién geométrica: a) Sea X ~ G(p), 0 < p < 1.
P(X>s+t/X>t)=P(X>s) Vst eN (1)

b) Mostrar que si X es una v.a. a valores naturales que satisface (1), X tiene distribucién
geométrica de pardmetro p := P(X = 1).

Demostracién: a)

PX>s+tANX>t) PX>s+t)
PX 2 s+1/X>1) = P(X > 1) T PX 1)

_ P(X>s+t—1) (1-ppttt 1 _ _
= P> 1) = 1) =(1—-p) " =PX>s—-1)=P(X >s).

b) Sabemos que Vs,t € N, P(X > s+t/X >t) = P(X > s). En particular, si t = 1,
P(X>s+1/X>1)=P(X >s) Vse Ny, llamando p:= P(X = 1),

PX>s+1)=P(X>1)P(X>s)=(1-p P(X>s) VseN (2
Del mismo modo,
PIX>s+2)=(1-p)P(X>s+1) VseN (3)
y restando miembro a miembro (2) y (3),
P X=s+1)=(1-pP(X =5) Vs € N.
Se obtiene en forma recursiva,
P(X=2)=0-p)p

P(X =3)=(1-p)?p

y, en general, P(X =n)=(1—p)" 'p Vn e N, es decir X ~ G(p).



Distribucién exponencial: a) Sea X ~ E()), A > 0.
P(X>s+t/X >t)=P(X >5s) Vs, t >0 (4)

b) Mostrar que si X es una v.a. a valores reales positivos que satisface (4), X tiene
distribucion exponencial de parametro A\ para algin A > 0.

Demostracién: a)

PX>s+tANX>t) PX>s+t)
P(X>s+t/X >t)= PX = 1) = PX > 1) =

1= Fx(s+t) et

— o8 —
= Fy(t) 0 =e =P(X > s).

b) Sea G(z) = P(X > z), G es mondtona no creciente, continua a derecha y satisface
limg—0oG(z) =0 lim,—_G(x) = 1.

La propiedad (4) equivale a
G(s+1t)=G(s)G(1).

En primer lugar, probaremos que 0 < G(1) < 1. Como G(n) = [G(1)]", si
G(1) =1 = lim,_.-.G(n) =1

lo cual es un absurdo. Por otro lado, como G(%) = [G(1)]'/", si

1
G(1) =0 = limp—oG(1/n) =0
lo cual también es un absurdo. Por lo tanto, existe A > 0, tal que
G(1)=e™

Sea g € QT (racional positivo), entonces ¢ = m/n con m y n naturales y

G(q) = G(m/n) = [G(1/n)]" = [GO)™" = [GQ)]".



Sea t € RT (real positivo), existen dos sucesiones racionales positivas {q,} v {¢;}, tales

que qx |ty q; Tt, entonces

Tomando limite,

y por lo tanto,

Finalmente, resulta

Flx)=1—¢e VYor>0= X ~ E()\).



