PROBABILIDADES
Trabajo Practico 5

1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién acumulada

0 siz <0
Fx(z) =1 & a3 si0 <z <2
1 six > 2

a) Calcular, usando Fy ,
P(X <1)
P05<X <1)
P(X > 1.5)
b) Hallar la mediana de esta distribucion.

c) Hallar la funcién de densidad fy .

2. El diametro D, expresado en dm, del tronco de cierta especie de arboles es una v.a.
con funcién de densidad

fpo(x) =k x L0 (x)

a) Hallar el valor de la constante k.

b) ;Cudl es la probabilidad de que el didmetro de un arbol de esa especie mida entre 4
y 6 dm?.

c) (Cuél es la probabilidad de que el didmetro de un arbol de esa especie mida entre 4
y 6 dm, si se sabe que es mayor de 5 dm?

d) En un drea del bosque hay 3 drboles de esa especie. Suponiendo independencia entre
los distintos diametros, calcular la probabilidad de que exactamente 2 de ellos tengan
un didmetro que mida entre 4 y 6 dm.

e) (Cuantos arboles habria que muestrear para que la probabilidad de encontrar al menos
uno cuyo didmetro mida entre 4 y 6 dm, sea mayor o igual que 0.997

3. Sea X una v.a. con funcién de densidad:
cx(l—ux) si0<zx<1
fx(z) = .
0 en caso contrario
a) Hallar la funcién de distribucién de X .

b) Calcular P(X < %/% <X < %)
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4. La fraccién de alcohol X en cierto compuesto puede considerarse una v.a. con funcién

de densidad

fx(@) =c (1 =) Ip(2)

a) Hallar el valor de la constante c.

b) Supdngase que el precio de venta del compuesto depende del contenido de alcohol, de
la siguiente manera: si X < % el precio es 1 $, si % <X < % el precio es 2 $ y si
X > % , el precio es 3 $. Hallar la distribucién del precio del compuesto.

5. Se dice que una v.a. X tiene distribucién simétrica respecto de 6 si y sélo si:

P(X<0—h)=P(X >60+h) para todo h >0

a) Dar dos ejemplos de v.a. con distribucién simétrica, una discreta y otra continua.
b) Sea X una v.a. continua, probar que son equivalentes:
i. X tiene distribucién simétrica respecto de 6
ii. P(X<z)=P(X >20—x)
iii. Fx(x)=1-Fx(20 —x)
v, fx(@) = fx(20 - 2)
v. fx(0—z)=fx(0+x).

6. Sea Z una v.a con distribucién N(0,1), calcular:

a) P(0<Z<2)

b) P(Z] < 2.5)

¢) P(Z>—-13)

d) ¢ tal que P(Z <¢) =0.98

e) ¢ tal que P(|Z| <¢)=0.90
)

f) el valor Z,, para a = 0.05, 0.01 y 0.001.

7. Sea X una v.a con distribucién N(u,o?),

a) Hallar la distribucién de la v.a.

b) Si p=5y o=0.5, calcular
i. P(4.75 < X < 5.50)
ii. P(|X|> 5.25)
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iii. ¢ tal que P(|X — 5| <¢)=0.90
iv. el 0.90-percentil de X .

8.  Se supone que en una cierta poblaciéon humana, el indice cefilico I (anchura del
crdneo expresada como porcentaje de su longitud) se distribuye normalmente. Si hay un
58 % de individuos con I <75, un 38 % con 75 < I <80 y un 4 % con I > 80, hallar la
funcién de densidad de la v.a. I y calcular P(78 <1 < 82).

9. Se desarrollé una estrategia de decisiéon para optimizar ganancias eligiendo entre dos
acciones distintas I y IT con probabilidades 0.35 y 0.65, respectivamente. La rentabilidad
de la accién I es una v.a. con distribucién N(1.9,0.16) y la de la accién II es una v.a. con
distribucién N (2.2,0.09).

a) Hallar la probabilidad de que la rentabilidad de la estrategia desarrollada sea mayor

o igual que 2.1.

b) Dado que la rentabilidad es mayor o igual que 2.1, hallar la probabilidad de que se
haya seleccionado la accion 1.

10. La vida 1til (en meses) de un componente electrénico es una v.a. V' con distribucién
exponencial, tal que P(V > 20) = 0.449.

a) Hallar la probabilidad de que la vida 1til de uno de estos componentes sea mayor de
10 meses.

b) Un sistema consta de 5 componentes electrénicos conectados en serie. Al fallar uno
cualquiera de éstos, se desconecta el sistema. Se supone que los tiempos de vida de
los componentes son independientes, o sea que si se definen los eventos:

A; = el i-ésimo componente dura hasta el instante ¢”, con 1 <¢ <5,
estos eventos son independientes.
Sea X el tiempo en el cual el sistema falla.

i. Escribir el evento {X >t} en funcién de los A;.

ii. Usando la independencia de los A;, calcular P(X >t).

iii. Hallar la funcion de distribuciéon y la funcién de densidad de la v.a. X .

11. La confiabilidad de un componente (o sistema) en el tiempo ¢, R(t), estd definida
como R(t) = P(T > t), donde T es la duracién del componente (una variable aleatoria,
con funcién de densidad fr(t) y funcién de distribucién Fr(t)).

a) Exprese la funcién de confiabilidad R(t), en términos de la funcién de distribucién
delav.a. T, Fr(t).

b) Exprese la funcién de confiabilidad R(t), en términos de la funcién de densidad de la
va. T, fr(t).
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c) Explique porqué a la funcién Z(t) = fr(t)/R(t), se la suele denominar tasa de riesgo,
o tasa de falla instantanea.

d) Si se sabe que la tasa de riesgo es una constante a > 0, halle la funcién de densidad
subyacente, fr(t).

12. Dado un proceso de Poisson de intensidad A, sea T el tiempo de espera hasta la
primera ocurrencia del evento a partir del instante inicial. Probar que T tiene distribucién
exponencial de parametro \.

13*. Sea X una v.a. con distribucién Gamma de pardmetros n y A (n natural y
A > 0), o sea con funcién de densidad:

P xnfl ean:

fx(z) = 1) I(0,00) (@)

Probar que:

donde Y ~ P(Ax).

14. Sea Z unav.a. con distribucién N(0,1). Probar que Z? tiene distribucién I'(3,1).
(Esta distribucién recibe el nombre x? con un grado de libertad)

15*. Sea X una v.a. con distribucién exponencial de pardmetro 2. Sea Y = [X] (parte
entera de X ). Hallar la distribucién de la v.a. Y.

16. Se dice que una v.a. X tiene distribucién logaritmica normal de pardmetros p y o>
(X ~ LN(u,0?)) si su densidad es

ocxr\V2T

Comprobar que si X ~ LN(u,0?), entonces Y =InX ~ N(u,o?).

17. Se dice que una v.a. X tiene distribucién Weibull de parametros v, ay 8
(X ~W(v,a,8)), con a>0,8>0, si su densidad es

Fa) = 20 e[ = ()] Ly (@)

Q

>

—V
(0%

a) Probar que si X ~ W(v,a, 3), entonces Y = (
de parametro 1.

)8 tiene distribucién exponencial
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b) Sean a y b mayores que v, sea X ~ W (v, «,[3) y sea

G(a,b) =P(X > (a+b)/X > a).

Probar que:

i. si B > 1, entonces G(a,b) es una funcién decreciente de a (Propiedad de
" desgaste”).

ii. si § <1, entonces G(a,b) es una funcién creciente de a.

18. Se dice que una v.a. X tiene distribucién logistica de pardametros py 7
(X ~ L(p, 7)), con 7> 0, si su densidad es

exp(*=F)

PO i ea(SE

y se dice que una v.a. Y tiene distribucion loglogistica de parametros «, A, k > 0, A >0
(Y ~ LL(k,\)), si su densidad es

K k—1 )\K‘,
fy(y) = Hf(W T10,00)(y)

Probar que si Y ~ LL(k,\), entonces X = k In(AY') tiene distribucién logistica.

19. Sea X una v.a. con distribucién U(0,1). Hallar las funciones de distribucién y de

densidad de las siguientes variables aleatorias.

a) cX +d
b) X%, siendo a un niumero real
c) InX
X
d) ¥
e) —%ln(l — X), siendo A > 0.

20. Generacién de niimeros al azar

a) Usando el ejercicio 19 a), generar, a partir de una muestra aleatoria de variables con
distribucién U(0,1), una muestra aleatoria de variables con distribucién U(3,8).

b) Usando el ejercicio 19 e), generar, a partir de una muestra aleatoria de variables con
distribucién U(0,1), una muestra aleatoria de variables con distribucién exponencial
de parametro 10.
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c) Generar, a partir de una muestra aleatoria de variables con distribucién U(0,1), una
muestra aleatoria de variables con la siguiente distribucién uniforme discreta:

1

Px(k’) = m

si k=0,1,...,99.

d) Generar, a partir de una muestra aleatoria de variables con distribucién U(0,1), una
muestra aleatoria de variables con distribuciéon Bi(1,1/3).

e*) Generar, a partir de una muestra aleatoria de variables con distribucién U(0, 1), una
muestra aleatoria de variables con distribucién de Poisson de parametro 5.

21. a) Sea X una v.a. con funcién de distribucién

(0 siz <0
1 si0<z<1
Fr(a) 3 sil<z<2
Tr) =
X s si2<x<4
1 .
%""Z sid<zx <6
(1 siz>6

i. Graficar esta funcion de distribucion. ;La v.a. X es discreta o continua?
ii. Sean A =[1,5] y B=(3,3), calcular P(A), P(B/A) y P(B/A°).

b) Sea X una v.a. con funcién de densidad

2
f(:v) = 51’](0,3)(5’7)
y sea
t sit<1
h(t): 1 sil<t<2
3—1 sit> 2

Hallar la funcién de distribucién de la v.a. Y = h(X), y expresarla como combinacién
convexa de dos funciones de distribucién, una correspondiente a una v.a. continua y otra
a una v.a. discreta.
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