Dos Teoremas de Convergencia
Sea X1, Xo,...y X v.a. en (€, A, P) y supongamos que
Xp(w) = X(w)  Yw €

JEn qué condiciones la esperanza del limite es el limite
de las esperanzas?. Es decir, jcuando se verifica

E(X) = lim E(X,)?

No siempre es cierto. Como ejemplo, consideremos
X ~ Cauchy y sean

X st | X|<n
X, =
0 si |X|>n
Se verifica que X,, — X cuando n — o0o. Ademas

E(X, = 0 V n pues X, es acotada y simétrica.
Obviamente, F(X,) no converge a E(X).

Teorema de Convergencia Mondtona: Sean
X1, Xo,...y Xva en (QA4,P). Si X, >0y X, T X
(0 sea, Xy(w) > 0y X,(w) T X(w) Yw € Q),
entonces

E(X,) T E(X).
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Teorema de Convergencia Dominada: Sean Y,
X v Xi,X5,... va en (92, A,P) tales que
EY)<oo, | X, <Y Vn yX,(w)— X(w) Yuw,
entonces F(X) < oo, E(X,) < ooy

Demostracion de ambos teoremas: B. James.

Leyes de los Grandes Niumeros

Convergencia en probabilidad: {X,} converge en
probabilidad a X (X,, & X) sii Ve > 0,

A P({w/| X, (w) = X(w)] =€) =0
Convergencia en casi todo punto: {X,} converge
a X en casi todo punto (X, 2 X o X, & X) sii

P{w/X\(w) — X(w)}) =1



Proposicién: X, &2 X = X,5 X

Demostraciéon: Debemos probar que Ve > 0,
P(| X, —X|>¢€) — 0.

Sea A, = {w/X,(w) — X(w)}. Dado que X,, & X
P(A,) = 1. Sean

Ay =G [1 X0 — X| <
Siw € A, w e A, para algin n, entonces

A, C UL A,

Pero A,, C A,+1 C ..., entonces
P(UZ1A,) = lim P(Ay)
Luego,
1= P(A,) < P(UZ,A,) = Jlim P(4,)
entonces, lim, . P(A,) = 1.
Pero, A, C {|X,, — X| < €}, entonces
P(X,—X|<e¢) — 1 = P(|X,—X|>¢€¢) — 0

como queriamos demostrar.



Ejemplo: Veremos un ejemplo que muestra que no es
certoque X, > X = X,3%X
Sea X ~ U(0,1) y definamos los siguientes intervalos:

I =0,1]
L=0,3 I3=1[31]

n=oy m=fl n-fd r=f

4 402 274 47
de manera que, param =0,1,2,...,2=0,1,...,2"—1
1 i+ 1
Iymy; = [Q—ma Qm}
Sea
1 s1 Xel,
X, =
0 si X &I,

X, % 0, pues Ve > 0,
P(|X,—-0>¢)=P(X,=1)=P(X €1l,) = 0.

Sin embargo, X, no converge en casi todo punto a 0.
De hecho, no converge en ningin punto pues Vw € (2,
X,(w) = 1 para infinitos n y X,,(w) = 0 para infinitos
n.



Propiedades: Sean {X,,},>1 ¢ {Y,},>1 sucesiones
de v.a.

a) Si X, % X, Y, 5 Y, entonces

cX, LeX

g9(X,) % g(X) Vg  continua

X, +Y, 5 X +Y

XY, L XY

9(X,,Y,) L g(X,Y) Vg  unif continua

Si (X,Y) = (a,b) basta con que g sea continua.
b) Si X, & X, Y, 2 Y, entonces

9(X,,Y,) 2% g(X,Y) Vg -continua

d) Si | X,| <c¢ Vn (c constante), entonces
X,50 <  limy_e E(X,]) =0

e) Si X,, % ¢ (c constante) y f es acotada y continua en
¢, entonces

E(f(Xn)) —n-oo f(c)



Desigualdad de Markov: Sea h : R — R™ tal que
h es par y h restringida a R™ es creciente, y sea X una
v.a. tal que E(h(X)) < oo, entonces Vt € R,

Pl 2 4 < 2

Caso particular: Sea X una v.a. no negativa, en-
tonces V. a > 0,

E(X)

P(X >a)<

Desigualdad de Chebyshev: Sea X una v.a. con
varianza finita. Para todo k& > 0,

V(X)
k2

P(|X - E(X)| 2 k) <

Ley débil de los Grandes Numeros

Ley débil de Chebyshev: Sean X, X»,... v.a.
independientes con varianzas finitas y uniformemente aco-
tadas (o sea, existe ¢ finito, tal que V(X;) < ¢ Vi),



entonces . ,
i Xi =S BE(XG)

— 0

n

Nota: La hipotesis de varianzas finitas fue eliminada por
Khintchin.

Ley débil de Khintchin: Sean X, Xo,... v.a.
independientes e idénticamente distribuidas con
esperanza finita u, entonces

Zi:lXiﬁ)M
n
0 sea,
'
P( =l Z—,LL|Z€>—>O Ve>0
n

Ley débil de Bernoulli: Consideremos una serie de
ensayos Bernoulli independientes, con probabilidad p de
éxito en cada ensayo y sea S, el nimero de éxitos en los
primeros n ensayos. Entonces

Sn

=l
n



Ley fuerte de los Grandes Numeros

Primera Ley fuerte de Kolmogorov: Secan
X1, Xo, ... v.a. independientes tales que

OOVXZ
E(XZ) = ; < 00 ; (7:2 )

< OO

Entonces,
S (Xi = E(X3))
n

Nota: En particular, silas X; sonv.a. i.i.d. con E(X;) =
p < oo, V(X;) = 0% < 0o, entonces
Yl Xi p

n

Ley fuerte de Kolmogorov: Sean X, X,,... v.a.
i.i.d. tales que F(X;) = p, entonces,
Yy Xi ,

n

Corolario (Ley fuerte de Borel): Sean X1, X, ...
v.a. 1.1.d tales que P(X,, =1)=p, P(X,=0)=1—p,

entonces,
Sn Xl + .« .. + Xn p

n n
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