Teorema de cambio de variable

Teorema: Sean (X,Y) y (U,V) vectores aleatorios. Continuos, tales que

U=h(X,Y)

V= h(X,Y) 0 sea (U V) =h(X,Y) = (h(X,Y),h,(X,Y))

donde la funcion %: R?> — R?satisface:

e/ tiene derivadas parciales continuas en B = {(x, y)eR* I fiy(x,y) > 0}.
e /i esbiyectiva de B en A(B)
* Juuy #0en B, donde

ahl(XJ’) ahl(x! J’)

3 Oox Oy
S ey = 0eL Oh,(x,y) 0Oh,(x,y)
ox Oy

Entonces, el vector aleatorio (U, V") tiene densidad

Sor @) = fror B @) 3| Ly (0,9)

Ejemplos:

1) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial de pardmetro 4. Hemos
demostrado que U = X + Y tiene distribucion Gamma de parametros 2 y 4. Lo demostraremos
ahora usando el Teorema de cambio de variable. Para ello completamos la funcion U= X + Y, de

manera de obtener una funcion %:R* — R*que satisfaga las condiciones requeridas. Sea, por
ejemplo,

{hl(x’y) Susxty entonces

{x:gl(u,v):u—v
hz(x,J’):V:y

y=guv)=v

El jacobiano de la inversa de /4, que llamamos g, es

1 -1
J =det =1
1 0 1

Jor @, v) = fry@=v,v) 1 (0,) (u - V)I(O,oo) )

Entonces

Sor @v)y=2e ™ 2™ I W) 1, (V)

Debemos obtener la densidad marginal de U y para ello integramos respecto de v. Si
u<0, f, (u) =0, sea entonces u > 0,



fo@) =27 de? dv=37 e™ [dv=1"e™u
0 0

Luego, f, (u)=A?e*"u 1., (1) y queda demostrado que X+Y ~ G(2, 4).

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion Normal standard y sean U= X+Yy V' = X-Y.
Hallemos la densidad conjunta del v.a. (U, V).

u+v
{u:x+y X= 2
v=x-—y _u-v
y 2
Entonces
1/2 1/2
J =det =-1/2.
1 1/2 -1/2
_ u+v u—v\)1
For () = L 7 @D | Loy @) = £ [ijy(zjz
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Por lo tanto U'y ¥ son v.a. independientes con distribucion N(0,2).

3) (Extension a dimension mayor que 2). Sean X;, X> y X; v.a. independientes con distribucion
N(0,1), hallar la distribucion conjunta de (U, V, W) siendo

U=X,+X,+X,
V=X -X,
W=X -X,

Observar que

u+v+w
- 1= 3
U=x+x,+x; P
V=X, — X, X, = 3
W =X; — X, Cu+v=2w
xs—is




Yy, entonces

3 U3 13
J. =det{1/3 -2/3 13 |=1,
3 U3 -2/3

1 i)

3 3 3 3

U+v+w u—-2v+w u+v—2wj1
3

Sow W, v, w) = f)(lxzx3 (
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B l(u+v+wj2 ;[u—2v+wJ2 1(u+v—2wj2
R 1 ;
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Desarrollando se obtiene:
2 2

1 ‘i[j%]z 11 2{2”3”]

fUVW(uJV’W):\/Z\/ée 2”\/5

Se observa, en particular, que U = X;+X>+X; ~ N(0,3).

Algunos resultados importantes:
1) Si X, ~N(u,07)y X,~N(u, c?) sonv.a. independientes, entonces
aX, +bX, ~N(au, +bu,,a’c} +b°c’)
2) Si X,,.., X, sonv.a. independientes e idénticamente distribuidas, X, ~ N(01) y ac R" es

un vector tal que e =1, entonces

Z": a, X, ~N(01)
i=1

Dem: Sea B una matriz ortogonal de dimension n x n, cuya primer columna es el vector a y sea
X =(X,,X,,.,X,) . Definiendo

Y = B'X (1)

n
su primera componente es Y, = Za[Xi :
i=1

El jacobiano de la transformacion (1) J = det( B )=1 pues la matriz B es ortogonal. Entonces:



_ T o T
N (Y )=fx(BY) (\/Z)ne (\/Z),,e

y por lo tanto las componentes del vector Y son v.a. independientes con distribucion N(0,1).
Hemos demostrado entonces que Y;, que es la primera componente, tiene distribucion Normal
standard.

3) Teorema: Sean X,,.., X, v.a. independientes e idénticamente distribuidas, X, ~ N(x,0? ),
entonces

2

i) )?zlzn:Xin(,u,a—J - M~N(O,l)
i=1 (o2

n; n

i)

w~ pa siendo 5% = (x, - X)
o n—-17=

iii) X y s? son v.a. independientes

n(X-p)

N

IV) tn—l

Dem: No la haremos pero también se basa en hallar una transformacion ortogonal adecuada. Este
Teorema lo veran nuevamente en Estadistica Teorica.



