Dada una variable aleatoria X , introduciremos la funcién
caracteistica de X, que se denotard px(t). El objetivo
de los Teoremas que se enuncian a continuacion es probar
que

X, B X < oy, (t) = ox(t) VteR

Funcion caracteristica

Sean X e Y vaa. en (2 A,P), Z = X +4Y es una
variable aleatoria compleja, es decir, Z : Q) — C'

Zw)=Xw)+iY(w) Ywe

La esperanza de Z se define:
E(Z)=FEX)+iE(Y)
si B(X) < oo, E(Y) < o0.

Consideremos la funcién e'* = cos(z) + isen(x), la
variable aleatoria compleja

e'* = cos(X) +isen(X)

tiene esperanza finita cualquiera sea X pues sen(x) y
cos(x) estan acotadas.



Definicién: Sea X una v.a. con distribucion F,
la funcidn caracteristica de X es la funciéon

ox  R—C
definida como

ox(t) = E(e'"") = E(cos(t X)) + i E(sen(t X))

Propiedades:

1) lpx(t)| <1 VteR

2) px(0)=1

3) px(t) = px(—t)

4) px es uniformemente continua en R

5) Si X e Y son v.a. independientes,

px+yv(t) =px(t)py(t) VIER

6) Si X1,...,X, son v.a. independientes,

Priiy Xi(t) = SOXZ-(t) Vte R

=t

1

7) X tiene distribucion simétrica alrededor de 0 si y sélo
si px(t) es real Vit



8)SiY =aX+bh
py(t) =" px(at)

9) Si E(|X|") < oo, entonces px tiene n derivadas
continuas (¢x € C") y

PW ) =P E(XY Y)Y Y k=1,...,n

En particular, @’?(0) = i* B(X"), o sea que la funcién
caracteristica actia como funcion generadora de
momentos.

Ejemplos: 1) X ~ P())

00 1I\n . .
- 3 (Ae') A et _6)\(6”—1)

n—=

0 n!

Entonces, i E(X) = ¢’y (0)

pero, ¢iy(t) = NE'D it

Entonces, ¢y (0) = A7 y por lo tanto,
iE(X)=X = EX)=A\
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Por otra parte, i2 F(X?) = ¢x(0)
pero,

oy (t) = e D xett i xi el 4 MNP =

— D) it 2 ) (Ae +1)

Entonces, ¢y (0) =2 A (A + 1)
PEXY) =AM+ 1) = B(X?) =M+ A

yV(X) =X +A- A=

Del mismo modo, podemos obtener los restantes
momentos de X.

2) X ~ N((0,1)

—z2/2

_ [ ita© b ey
@X(t)—/_ooe mdw—ﬁ/_me

2
a:ex/de

Pero,

o 2 o 2 2 _ 42 )2 _ 42
pite a:/2:€ztx 72+t /26 t/2:€(t+m) /26 t=/2



Entonces,
b2 2 g — o [ L

I €(t+ix)2/2 dr
or

ox(t) = \/%/

Probaremos que

h(t) = /_O; !

7e(t+ix)2/2 dr — 1
27

h/(t) = 27‘_/ t_|_ ZZL’ t+ix)2/2 dr —
= lim (t+ i m)e T2 gy =
k—oo /—k \/_
1 9
o 27-‘-( t)e -
— lim ﬂ [€(t+ik)2/2 _ e(t—ik)Q/Ql
k—o0 27"'
= lim (_i)e(ﬂ_k?)/Q [etik . e—tz’k]
k—o0 27"'
Pero,
e e " <2y lim e 0

k—o00

Entonces, h'(t) = 0 = h(t) es constante. Pero

o 1
O = [, e = 1



Entonces, h(t) =1 Vty

px(t) = e

Si Y ~ N(p,0%), entonces, ¥ = oX + p con
X ~ N(0,1), entonces

' it o022
oy (t) = poxiu(t) =" px(ot) = e " /2

Formula de Inversién: Sea X una v.a. con
distribucion F' y funcion caracteristica ¢, y sean a y b
dos puntos de continuidad de F', a < b, entonces

1 2 e—ita . e—itb

t)dt
2T k—oo )=k it o(t)

Corolario:

Fx =Fy < ox =py (px(t)=pr(t) Vt€ER)



Ejemplo: Sea ¢(t) = cos(at) (a > 0)

Veremos que ¢ es una funcion caracteristica, hallando la
v.a. X correspondiente.

Como p(t) es real, X es simétrica. Ademas,

©(t) = cos(at) = E(cos(tX))

pues la parte imaginaria es nula. Como cos(at) = cos(—at),
X es la v.a. discreta tal que

P(X =a)=P(X =—a)=1/2.

Teorema de Helly—Bray: Sean F'y Fi, Fy, ... fun-
ciones de distribuciéon. Si Fj, converge débilmente a F,
entonces

limn%oo/g(x)an(x) = /g(az)dF(:c)

para toda funcién g continua y acotada (g : R — R).

Observaciones: 1) La reciproca del Teorema es valida,
0 sea sl

Jim [ g(x)dF,(z) = [ g(x)dF(z)
para toda ¢ continua y acotada, entonces Fj, converge

débilmente a F' y, debido a esta equivalencia, muchas
veces se toma como definicién de convergencia débil.
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2) Si X, L X, por Helly Bray, E(g(X,)) converge a
FE(g(X)), paratoda g continua y acotada. En particular,
como sen(x) y cos(x) son continuas y acotadas, resulta
que

Jim ox,(t) = ex(t) Ve R

Teorema de continuidad de Paul-Levy: Sean
Fy, Fy, ... funciones de distribucion y (1, o, ... sus
correspondientes funciones caracteristicas. Si o,
converge puntualmente a una funcion ¢ y si ¢ es con-
tinua en 0, entonces

a) existe una funcién de distribucién F' tal que F,, = F
b) ¢ es la funcion caracteristica de F

Notas:
1) Estos dos teoremas implican que

XngX<:>g0Xn—>g0X

2) El Teorema de Paul-Levy es més fuerte que la
"suficiencia” pues dice que el limite de una sucesiéon de
funciones caracteristicas es una funcién caracteristica si
es continua en 0.



Corolario:

a) Sean X1, Xo,...v.a. Sipx, (t) = px(t) Vi € Rysig
es continua en 0, entonces ¢ es funcién
caracteristica de alguna v.a. X, o sea ¢ = @x vy
X, 2 X

b) Si ¢x,(t) — e /2 Vit entonces X, B Z
con Z ~ N(0,1), es decir F,, = ¢.

Teorema Central del Limite

Teorema Central del Limite para v.a. i.i.d:
Sean X, Xo,... viaa. iid. con E(X;) = pu,
V(X)) =0 < oo, yseaS, = X1 +Xo+ ...+ X,
entonces

Sn_E(Sn) _ Sn_n,ugz
V(5n) o/
con Z ~ N(0,1).




Demostracion: Supondremos = 0. Por el Teorema
de Paul-Levy, basta probar que

@Sn/a\/ﬁ@) — €_t2/2 Vte R

n

s, /oyi(t) = ©s, (g\t/ﬁ) = iﬁll X, (J\t/ﬁ) - {9% (J\t/ﬁ)

Como E(X?) < oo, entonces @y, tiene dos derivadas

continuas y, aplicando la férmula de Taylor

ox,(t) = ox.(0) + (0t + P (0) 122
donde |6] < [¢].



donde lim;_,g €(t) = 0.

Para t fijo,

ot
1_*(1_%( 1 >)

on o2 ‘o.\/n

”{ t* ¢ 1

pues 1 — ﬁe (ﬁ) — oo 1.

Corolario (TCL de De Moivre y Laplace): Seca
S, el numero de éxitos en n ensayos Bernoulli
independientes con probabilidad p de éxito (0 < p < 1),
entonces

Sp,—np

an(l—p)%z

con Z ~ N(0,1).

Ejemplos: 1) Al sumar ntmeros, una calculadora
aproxima cada numero al entero mas proximo. Los
errores de aproximacion se suponen independientes y con

distribucién U(—0.5,0.5).
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a) Si se suman 1500 nimeros, cudl es la probabilidad de
que la magnitud del error total exceda 157

P(|Sl500| > 15) =1-— P(‘Sl500| < 15) =
=1 — P(—15 < 51500 < 15) =

S1500

—15 15
=1-P < <
J1500/12 — /1500/12 ~ ,/1500/12

pues E(X;) =0y V(X;) =1/12. Entonces,

P(|Sis00] > 15) Y 1 — (15/11.18) + ¢(—15/11.18) =
1 — $(1.34) + (—1.34) = 0.18

b) Cuantos nimeros pueden sumarse a fin de que la mag-

nitud del error total sea menor que 10, con probabilidad
0.907

n tal que P(]S,| < 10) > 0.90
P(—10< S, < 10) > 0.90

—10
P ( < > 0.90

Sh 10
Jyn/12 - n/12 : \/n/12) B
1 —10
TN

12
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262V | —1 > 090
Jn/12

10
n/12

> 1.64

Vn <2112 n <446

2) Sea X ~ Bi(60,1/3). Calcular en forma aproximada
la probabilidad de que X sea mayor o igual que 25.

P(X >25) = P(X > 24.5) =

Y1 $(1.23) = 1-0.89 = 0.11

(X—QO 245—20)<
V1333 = 133

Proposicion: Sean X y X7, Xo,...va. yg: R— R
una funcion continua, entonces

a) X, BX = g(X,) B gX)
b) X, & X =N g(X,) 5
) X, > X — g(X,) B
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Ejemplos:
1) X, B3 Z~N0,1) = X2BWw~,?

2) X, BZ~N0O1) = ¢X,BY~NOcA
3) X, B¢ (e>0) = In(X,) % In(c)
Nota: Si g no estd definida o no es continua en toda la
recta (g(z) = In(x) o g(z) = 1/x), se puede probar que

la proposicion anterior es cierta si, para algun abierto A
de R, g es continuaen Ay P(X € A) = 1.

Teorema de Slutsky: Sean X, X1, Xo,...eY1, Y5, ...
v.a. tales que X, 2 X, Y, 5 ¢ (¢ constante), entonces:
a) X, +Y, 2 X+toc

b) X, —Y, B X —c
) X,Y, B cX
d) Sic# 0y P(Y, # 0) =1, entonces
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Proposicion: Sean Y7, Y5, ... v.a. tales que
V(Y — 1) 5 N(0,0%)

Si g(y) es una funcion derivable en g, entonces

Vi(g(Ya) = g(w) = N(0,0° (¢/(1))?)

Nota: Vale si ¢'(u) = 0, si se piensa que N(0,0)
equivale a la masa puntual en 0.

Ejemplo: Si X, X,,... son v.a. i.1.d. con
E(X;)=py V(X;) = 0* < oo entonces, por el TCL:

Sn_n,uD
— = N(0,1
Trer BN

o

\/E(X”_“)QN(OJ)

Vvn (X, — 1) B N(0,0?)
Sea g(x) = 2%, entonces ¢'(u) =2p y

Vvn (X2 — ,u2> B N(0,40%42)
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Teorema Central del Limite de Lindeberg:
Sean X1, Xo,... v.a. independientes tales que
E(X,) = pu, y V(X,) = 02 < oo con por lo menos

un o, > 0. Sea S,, = X7 + ...+ X, entonces para que
Sn — E(S,)

B Z ~ N(0,1)
V(5n)
es suficiente que se satisfaga la siguiente condicion:
. I »n 9
Ve > 0 lzmn%oos—% k;z::1 /\x—uk|>esn<x_’uk) dFi(z)=0

donde Fj, = Fx, y s, = /V(Sn) = \/0% + ...+ 02,

Nota: La condicién de Lindeberg significa que los términos

2k T Mk de la suma ( )
Sn Sn

son uniformemente pequenos para n grande.
Por ejemplo, la condicion de Lindeberg implica que
&
max — — 0
1<k<n 5%

cuando n — 00, 0 sea que las varianzas de cada sumando
X} son uniformemente pequenas cuando n es grande v,
por lo tanto, ningtin sumando tiene demasiado peso en la
suma 22=E5n)

Sn
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