Inferencia estadistica — Tests de hipétesis

Hasta ahora hemos visto como obtener, a partir de una muestra, un estimador puntual o
un intervalo de confianza para un parametro 6. Frecuentemente el objetivo del estudio es
decidir, en base a la informacidén que provee la muestra, entre dos hipétesis relativas a un
parametro.

Ejemplo: Supongamos que el consumo promedio de nafta de los motores utilizados por
una empresa automotriz en uno de sus modelos es de 10 litros cada 100 km. Se presenta
un proyecto de mejora del motor que produciria una disminuciéon en el consumo pero,
por razones de costo, se considera viable el proyecto si la reduccion lleva el consumo a
un valor menor de 9 litros cada 100 km.

Para estudiar la conveniencia o no de aplicar la mejora a los motores, se aplica esta
mejora a una muestra de 25 motores, los cuales se ponen a funcionar en igualdad de
condiciones durante un periodo fijo. El consumo promedio observado es de 8.9 litros cada
100 km. ¢, Proveen estos datos evidencia de que vale la pena incorporar la mejora al motor
o se deben simplemente al azar?

Supongamos que el consumo de nafta de los motores es una v.a. con distribuciéon normal
con varianza igual a 1 y que la muestra es aleatoria, es decir que los 25 consumos son

independientes. Es decir, supongamos que X,,..,X,, es una m.a.,, X,~N(u,l).
Entonces

= 1 X—-p
X~Np,— = ~ N(0,1
(M 25) N1/25 .1

Si la media verdadera del consumo en el motor mejorado fuese de 9 litros cada 100 km.,
;cual es la probabilidad de que una v.a. normal con media 9 y varianza 1/25 tome un
valor igual o mas alejado que el observado, 8.9?

- )_P()?—9 _89-9

P(X <8.9)= < = ®(-0.5)=0.309 = 0.31
1/5 = 1/5

Esta probabilidad se denomina p-valor.
Si el consumo promedio observado hubiese sido X = 8.6 litros cada 100 km, entonces

)?—9<8.6—9
1/5 ~ 1/5

P(X <8.6)= P( j = d(=2) = 0.023

es decir que, en este ultimo caso, hubiese sido muy poco probable que se observase un
valor promedio de 8.6 cuando la media verdadera es 9.

¢ Qué es lo que estamos tratando de decidir? Nuestras hipotesis se refieren a p, y se
podrian enunciar asi:
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i) u=9litros cada 100 km. En este caso no se implementa la mejora a los motores
i) p<9litros cada 100 km. En este caso conviene implementar la mejora a los motores

A la primera hipétesis se la denomina hipétesis nula y se designa H,. Esta hipétesis
implica que no hay efecto, es la hipétesis del status quo, o sea del no cambio respecto a
la situacion inicial. La segunda hipotesis se denomina hipoétesis alternativa y se designa
H1 . Se la suele llamar la hipotesis del investigador.

Expresadas en términos del parametro de interés las hipotesis del ejemplo seran

Ho:n=9 Vs Hi:p<9

Un test es una regla de decisién basada en un estadistico o funcion de la muestra, en

este caso X, y en una zona de rechazo, es decir un conjunto de valores para los cuédles
se rechaza la hipoétesis nula H,.

¢,Como se elige la zona de rechazo? Observemos que al tomar una decision en base a
una muestra, podemos cometer dos tipos de error.

No se rechaza H, |Se rechaza H,
H, es cierta OK Error tipo |
H, no es cierta |Error tipo Il OK

Debido a la variabilidad muestral, es imposible construir tests en los cuales estemos
absolutamente seguros de tomar la decision correcta,. Lo que podemos hacer es tratar de
mantener bajas las probabilidades de error.

Llamaremos nivel de significacidon del test, y lo designaremos a, a la probabilidad de
error tipo | (en realidad a la maxima probabilidad de error tipo I) y designaremos f a la
probabilidad de error tipo Il.

Como el estadistico se construye bajo la condiciéon de que H, es verdadera, lo que
podemos controlar es la probabilidad de error tipo |. Elegiremos la zona de rechazo del
test de manera que la probabilidad de error tipo | sea un valor o predeterminado.

Volviendo al ejemplo, sabemos que, si H, es cierta,

X-9
1/5

~ N(0,1)

Si queremos que el test tenga nivel de significacion a = 0.05, rechazariamos H, si

X-9
1/5

<-1.64.
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Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.05. Si observamos un promedio igual a 8.9,
el valor del estadistico es —0.5 y por lo tanto no se rechaza H,, mientras que si
observamos un promedio igual a 8.6, el valor del estadistico es —2 y se rechaza H..

Si queremos que el test tenga nivel de significacion o = 0.10, rechazariamos H, si

X-9
1/5

<-1.28

O.+

o3

oz

o4

oo

Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.10.

Como hemos visto, al seleccionar la regiéon de rechazo controlamos la probabilidad de
error tipo |, pero ¢, qué ocurre con el error tipo 117.

Supongamos que en nuestro ejemplo, observamos un consumo promedio en la muestra
de tamafio 25 igual a 8.9 litros cada 100 km y trabajamos con el test de nivel 0.05. En este
caso, no rechazamos H, (tampoco lo hariamos con el test de nivel 0.10) y por lo tanto, si
la mejora en el motor fuese real, podriamos estar cometiendo un error de tipo Il.
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Por ejemplo, si la modificacién en el motor reduce el consumo a 8.5 litros cada 100 km,
cudl es la probabilidad de cometer un error tipo 11?

1
— — —1.64-—+9-8.5
X -9 — 1 X -85 5
P _ >—164|=P .| X>-164-—+9 |=P _ >
“8-5( 1/5 j “8'{ 5 j e RV 1/5

PM{X_S'S > 0.86] =1—-®(0.86) = 1 - 0.805 = 0.195
S 1s

Es decir, que la probabilidad de error tipo Il para el valor de u = 8.5 es aproximadamente
0.20.

Definicién: La funciéon de potencia de un test, m (i), es la probabilidad de rechazar la
hipotesis nula cuando el valor verdadero del parametro es L.

Utilizando la funcién de potencia es posible obtener una expresién general para los dos
tipos de errores, pues

I si peH,
1= B(w) sipeH,

donde a(u) y B(n) denota las probabilidades de error tipo | y tipo Il respectivamente
cuando el verdadero valor del parametro es p.

Tipos de hipotesis a testear:
Hipotesis unilaterales:
Ho: 6 =0, (6 6<0,) VS H{: 0> 0,
Ho: 6 =0, (66>0,) VS Hq: 0 <0,
Hipdtesis bilaterales:
Ho: 6 = 0, VS Hq: 0 = 0,
La forma de la regidon de rechazo dependera de la hipoétesis alternativa a testear. Asi, en

el ejemplo presentado anteriormente, la zona de rechazo consiste en un intervalo de
valores en la cola izquierda de la distribucion porque la hipétesis alternativa es de la forma

M<l"l“o'
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Tests de hipétesis de nivel o para los parametros de la distribucion normal:
Sea X,,X,,...,X, unam.a. de una distribucién N(u,c?).

Tests para la media cuando la varianza es conocida: Supongamos que o’ :cj es
conocida y consideremos las siguientes hipétesis

a)Hoip=po (O us<po) vs Hip>po
P)Hol pt=po (G2 po) Vs Hiip<po
C)Ho: = o vs  Hyp# o

X _
Estadistico del test: T = \/; s

.Bajo Ho: 1t = o, T~N(0,1)

o

Region de rechazo: Como dijimos, la zona de rechazo depende de la hipotesis alternativa.
Estara dada, en cada caso, por

a) I'>z,
b) T<-z,
|T|sz/2

Observemos que, asi como la forma de la regidon de rechazo depende de la alternativa, su
tamafo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso c¢). Como la alternativa es

n#p,, la forma de la region es |T|2K, pero como la probabilidad de rechazar H,
siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser «,

PHO( 2Kj=oc<:>1—PHo£

S 1-DK)+D(-K) =a < 2(1-D(K)) =a @@(K)zl—%@K:za/z

Jn X TR

(¢}

o

Jn X TH

(¢}

o

<K]:1—PH( K <n XM ]:a

Funcién de potencia: La notacion PM , como ya hemos visto, indicara la probabilidad

cuando el valor verdadero del parametroes .

+
_p|Xouteon,

/_f ” /f o

a) m(pn)=~,
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Observemos que esta funcion es creciente y n(p,)=a, entonces, si p<pu,, n(p) <o .
Por esta razon el test es de nivel o para las hipétesis

Ho: n<ue vs  Hip>pe

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.
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Observemos que esta funciéon es decreciente y n(n,)=a,

n(u) <a . Por esta razon el test es de nivel o para las hipotesis

Ho: u2po vs Hyp>p,

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.

Mol lz1-p

X X
o = “al/2 n o al/2
e I

c) m(un)="P,

X-p+p-p,
:l_Pu Z,,, < - <z,
i
X
=1-P Zy T /M /“ <Zyn + /
-0 Z(x/2+ a/2+

)

entonces, si pu>p,,
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Observemos que esta funcion decrece hasta p, donde n(p,) =0 y crece a partir de alli.

Tamano de muestra requerido para obtener una probabilidad de error tipo Il dada para un
valor de u = p4_en la alternativa: Recordemos que el error de tipo Il se define como
“aceptar la hipotesis nula H, cuando es falsa”. Buscamos el valor de n para que la
probabilidad de error tipo 1l sea menor que B cuando u = pq es un valor fijo en Hy.

_Mo
<z, [Spel-n(p)<pon(y)21-p
s
q)z+ il >1—B<:>®Z+ —H SB<:>za+“°_ul<z

5z 5% Ve

Observemos que en este caso la alternativa es Hy: p > p, , por lo tanto, p, —u, <0 y se
obtiene
2 2
z, - +
HZ[(a Zl—B)Gt)j :((Zot ZB)GOJ
W =K, U —H,

b) P, >-z, |SPpel-n(p)<Pp en(p)21-p
%
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,"L()_Ml 21_B©_2a+“o_ul>

Observemos que en este caso la alternativa es Hy: p < p, , por lo tanto, p, —u, >0 y se
obtiene

D -z, +

[( )j

Ko — 1y

c) Para el caso bilateral, el calculo del tamano de muestra se hace en forma aproximada,
despreciando la mas pequefa de las dos probabilidades.

Tests para la media cuando la varianza es desconocida: Supongamos ahora que la
varianza es desconocida y consideremos las mismas hipétesis sobre p.

a)Hon=po (Opu<po) vs Hip>po
P)Hol n=po (O =po) Vs Hiip<po
C) Ho: n = po vs  Hyp#p,

X —
Estadistico del test: T = \/; Ho

. BajoHy: u=po, T~ thy

Regién _de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipétesis alternativa. Estara dada, en cada caso, por

a) T>t,,,

by T<—t,,,

c) | T| =

El tamano de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso

a). Como la alternativa es pu>p, , la forma de la region es 7'>K, pero como la
probabilidad de rechazar H, siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser a,

HU “‘0

P [\/Z—X;HO ZKj:a@l—P (ﬁ—X;“o s1<j=a

S1-F(K)=a = F(K)=l-a & K=t,,,

donde F) designa la funcion de distribucion de una v.a. t con n-1 grados de libertad.
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Funcién de potencia y calculo del tamafio de muestra para obtener una probabilidad de
error tipo Il dada: La funcion de potencia de este test es complicada porque la distribucion
del estadistico cuando p # p, s una distribucion t no central. Aunque hay tablas y graficos
que permiten obtener probabilidades para una distribucion de este tipo, no los
estudiaremos en este curso. Por la misma razon, no calcularemos tamafio de muestra
para obtener una probabilidad de error tipo Il dada para una alternativa fija.

Respecto al p-valor, cuando se utilizan tablas sélo es posible obtener una cota, ya que las
tablas proveen solamente algunos valores criticos de la distribucion t.

Tests para la varianza cuando la media es desconocida: Las hipétesis a testear son

a)Hy: 6’ =6’ (6 6°<c’) vs Hyoc’>c!
b)Ho: 6° =6’ (6 6*>6’) vs Hyioc’<o!
C)Ho: 6’ =0 vs Hioc’#c!
. -Ds?
Estadistico del test: U :%. BajoH,.6° =6, U~ .,
c

o

Regién _de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipétesis alternativa. En este caso, estara dada por

a) U 2 X;f—l,(x
b) U< Xj—l,l—a

C) U2%,002 OUSY, 10

El tamano de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso
b). Como la alternativa es > <cj, la forma de la regién es U <K, pero como la

probabilidad de rechazar H, siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser «,

o

(n—1)S>
PGZ{G—ZSK = @K:Xr?_],a

o

Funcién de potencia y calculo del tamafio de muestra para obtener una probabilidad de
error tipo Il dada: Como en el caso del test {, la funcién de potencia de este test es

complicada porque la distribucion del estadistico cuando o > ;tcf es una distribucién no

central. No la estudiaremos en este curso y, por la misma razén, no calcularemos tamafio
de muestra para obtener una probabilidad de error tipo |l dada, para una alternativa fija.

Respecto al p-valor, también como en el caso del test {, cuando se utilizan tablas sélo es
posible obtener una cota, ya que las tablas proveen solamente algunos valores criticos de

la distribucién 2.
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Ejemplo: Se toman 25 determinaciones de la temperatura en cierto sector de un reactor,
obteniéndose

x=243°C y s=2.8"C
Interesa saber, a nivel 0.05

a) si existe evidencia para decidir que la temperatura media en ese sector del reactor es

menor que 250°C .

b) si existe evidencia para decidir que la varianza de la temperatura en ese sector del
o 2
reactor es mayor que (2 C) .

a) Las hipétesis a testear son

Ho: =250 (6 p >250) vs Hy: p < 250

El estadistico del test sera 7 = ﬁ# ,

y la regidn de rechazo estara dada por los valores de T tales que
X -250
T= \/;T <1, 1,005

En nuestro caso, n =25y por lo tanto —¢,, ,,s =—1.71 . Ademas el valor observado de T

es —12.5 y por lo tanto se rechaza H,, es decir hay evidencia de que la temperatura media
del reactor es menor que 250°C.

b) Las hipétesis a testear son

Ho:o’=4 (066°<4)vs Hioc’>4

(n-1S°

P ’
(&)

El estadistico del test sera U =

y la regidn de rechazo estara dada por los valores de U tales que

(n-1S?
U= T 2 XZ—I,0.0S

En nuestro caso, n = 25y por lo tanto x224’0‘05 =36.42 . Como el valor observado de U es
47.04, se rechaza H,. Es decir, hay evidencia de que la varianza de la temperatura del

reactor es mayor que (2° C)2 :
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Tests de hipotesis de nivel aproximado (o asintético) o para la media de una
distribucién cualquiera:

Sea X,,X,.,.., X, una m.a. de una distribucién con media p y varianza ¢® < «. Aplicando
el Teorema Central del Limite, sabemos que
X-u
o /n

Ademas, utilizando la propiedad enunciada al construir intervalos de confianza de nivel
asintético (1- a) para la media de una distribucion cualquiera,

—4L 57 ~N(0))

X -
n 4 5N, v
- X

SN
S

—2 5 N(0,1)

Por lo tanto, si n es suficientemente grande,

Y — @
JZXS“ ~ NGO

Supongamos que se desea testear a nivel aproximado o alguna de las hipotesis
siguientes:

a)Hoip=po(Opusp,) vs Hip>p
b)Hoip=po (Opnzpe) vs Hyp<yp
Cc)Ho = o vs  Hyp# o

X —

y que n es suficientemente grande. Utilizando como estadistico sz/;—u", las
S

siguientes regiones de rechazo proveen tests del nivel requerido para cada una de las
hipétesis:
a) T'>z,
b) I'<-z,
c) | T| 2z,

Funcion de potencia aproximada: Consideremos como ejemplo el caso c), la funcion de
potencia aproximada se obtiene en la forma siguiente:
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:LJL—%MS . <z,,
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- _X—p B, — M

T M, — M
S R)
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En forma similar, se obtiene la funcién de potencia aproximada en los otros dos casos.

=]1-®z,,+ —Z,, +

Ejemplo: En algunos casos, la varianza y la media dependen del mismo parametro y no
es necesario reemplazar ¢ por un estimador. Por ejemplo sea X,,X,,..., X, una m.a. de

una distribucién de Poisson de parametro L. Entonces , si n es suficientemente grande,

X—h@

~ N(0,1
VA /n ©h

Supongamos que se desea testear a nivel aproximado o
Ho: A = Ao vs  Hul>X,
Entonces, bajo H,,

A @
=~ N(0,])

ol

>
~
N

y, el test con region de rechazo

tiene nivel aproximado a.
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Su funcion de potencia aproximada se obtiene en la forma siguiente:

X - O Ton 2 +h, N,
n(}\’l):le Tnzza :PM[XZZO( %+K”J:le X IZ x
d A

Test de hipétesis de nivel aproximado (o asintético) o para una proporcion
(parametro p de la distribucidon binomial): Sea X,,X,...,X, una m.a. de una

distribucion Bi(1,p). Entonces, X:ZXZ. ~ Bi(n,p). Aplicando el Teorema Central del
i=1
Limite, si n es suficientemente grande,

X-p
p(1-p)

n

4 57 ~N(0,])

siendo X la proporcion muestral o frecuencia relativa de éxitos.
Un test de nivel aproximado o para las hipotesis:

a)Hop=p, vs Hip>p,
b)Ho:p=p, vs Hip<p,
C)Ho:p=p, vs Hyp#p,
X-p,
r,(1-p,)
n
aproximada N(0,1). Las regiones de rechazo estaran dadas por

se basa en el estadistico , el cual, si H, es cierta, tiene distribucién

a) izza
p,(=p,)
n
o) — P <,
p,d=p,)
n
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C) |—=—2z,,,

Ejercicio: Deducir las funciones de potencia aproximadas en los 3 casos.

Relacion entre tests de hipotesis bilaterales e intervalos de confianza:
Introduciremos esta idea a través de un ejemplo. Sea X, X,,...., X, una m.a. de una

distribucion N(u,c *). Sabemos que el intervalo de confianza para p de nivel 1 - o esta
dado por

= O s
X n al2 X—I—tn— al2
|: -1, \/— 1, \/;
Supongamos ahora que deseamos testear a nivel o las siguientes hipotesis:
Ho: = Lo VS Hi:p# uo

Dado que el intervalo construido contiene con alta probabilidad al valor verdadero de p, si
Uo NO pertenece al intervalo, ésto nos llevaria a sospechar que la hipétesis nula es falsa.

Es decir, podriamos construir un test de nivel o , rechazando Ho si u, no pertenece al
intervalo de confianza, dado que

S = S
P(EI) P (M0¢|:X nl(x/2ﬁ’X+tn—l,a/2 ﬁ})

e S = S
:l_PHu£M06|:X nla/2T X+tn—l,a/2ﬁ:|j:1_(l_a):a

Proposicién: Sea IC(X,,X,,...,X,) un intervalo de confianza de nivel 1 - a para un

parametro 0, obtenido a partir de una m.a. X,,X,,..., X, . Consideremos el problema de
testear las hipétesis

Ho: 6 = 6, VS Hq4: 0 = 0,

El test que rechaza H, cuando 6, ¢ IC(X,, X,,...,X,), tiene nivel a.
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Ejemplo: Sea X,,X,,..., X, una m.a. de una distribucion exponencial de parametro A.

Recordemos que, usando que 2%2 X, ~3 , hemos obtenido el siguiente intervalo de
i=1

confianza de nivel exacto 1 - o para A

2 2
IC,)L — XZn,l—(x/Z XZn,a/2

x5k
i=1 i=1

Si deseamos testear las hipétesis
Ho: A = Ao VS Hi: A # Ao

El test que rechaza H, si A, ¢ IC, tiene nivel .
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